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INTRODUCTION. 

Dans ce qui suit, nous designerons, selon Tusage, par x^ y, z les trois coordon- 
nees rectangulaires d'un point, z etant regarde comme fonction des variables inde- 
pendantes x et r. Nous representerons par/> et q les premieres derivees de z rela- 
tives a a? et a y, par r, 5, i les derivees seeondes 

d^z d^z d*z 
dx^ dxdy dy^ 

Ce travail est divise en deux Parties. Dans la premiere Partie, nous exposons deux 
methodes qui permettent de traiter d'une mani^re complete la question suivante : 
Trouver I' equation gindrale des surfaces definies par une propriety commune relative a 
la direction du plan tangent le long d*une ligne de courbure quelconque de tun des 
systSmes. 

L'une de ces methodes n'exige que Tintegration d'une equation aux derivees par- 
tielles du premier ordre ; mais elle s'applique seulement a un cas particulier, et 
par consequent n'est qu'accessoire. 
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, *X*'Jrutre methode, qui au contraire s*applique a tous les cas, conduit a rintegrsi- 
*ii*<hi d'une equation lineaire de la forme 

5-4- Pp -h Qq = o, 

dans laquelle P et Q sont fonctions de x et v seulement. 

Cette forme se prete a Tapplication immediate de la methode que Laplace a ex- 
posee dans les Memoires de rAcademie de 177'i; elle permet par consequent de 
trouver Tintegrale generale ou de s'assurer que cette integrate ne peut pas etre 
mise sous forme finie, en restant, toutefois, place au point de vue de I'lllustre 
auteur. 

Nous faisons voir que tous les groupes de surfaces ainsi definies appartienneot 
a la classe qui a pour equation diflerentielle 

R, S» T etant des fonctions de p et de q satisfaisant a la relation 

R(i 4-p*) -^Spq -i-T;i -h 7'; = o. 

Nos methodes nous permettent d'integrer les equations de cette forme qui , 
en general, ont une infinite d*ombilics reels formant des lignes ombilicales. 

La seconde Partie est consacree a Texamen special de quelques-unes de ces 
equations. 



PREMIERE PARTIE. 



^ P^ — Surfaces enveloppes et surfaces erweloppee ^ . Lrwehppees princi-- 

pales; usage He ccs dernieres. 

1 . Une equation 

F(a:, >\ 2, /I) = o, 

dans laquelle a designe un paramctre variable et F une fonction determinee* re- 
presente une infinite de surfaces qui correspondent respectivement aux differentes 
valeurs dea; et Ton sait qu*il existe toujours une surface, reelle ou imaginaire, 
appelee par Monge envetoppe des premieres, dont Tequation s*obtient en eliminant 
a entre Tequation precedente et Tequation 



^= o. 



Monge donne aux surfaces de la premiere equation le nom A' enveloppees . 
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L'enveloppe louche chacune des enveloppees suivant une ligne representee par 
I'ensemble des equations precedentes; cette ligne est Tintersection de deux enve- 
loppees consecutives, quand le paranietre varie d'une maniere continue. 

L'enveloppe pent etre consideree comme le lieu de toutes ces lignes de contact. 

On conQoit d'ailleurs que Tequation F = o peut avoir des formes tres-differentes 
et conduire neanmoins a une meme enveloppe. C'est ainsi qu'une surface de revo- 
lution peut etre envisagee comnie enveloppant les cones droits circonscrits suivant 
les paralleles, ou les cylindres circonscrits suivant les meridiens, etc. 

2. Si Tequation donnee est 

F(a;,7,z,a, fr) = o, 

c'est-a-dire renferme deux parametres arbitraires a et b, en eliminant ces deux 
parametres entre cette equation et les deux suivantes, 

dV d¥ 

p 

on obtient T^quation d'une surface qui peut etre consideree, d*un certain point de 
vue, comme Tenveloppe des surfaces F = o. Seulement, chacune de ces surfaces 
n'est touchee qu'en un seul point par Tenveloppe. 

Au lieu de regarder les deux parametres comme independants Tun de Tautre, 
supposoDS que b soit une fonction arbitraire de a. L'equation 

F[x,j,2,fl, cp(a)] =0 

doit etre traitee comme la premiere. A chaque forme de la fonction (f correspond 
une enveloppe; on a done une infinite d'enveloppes quand y prend des formes dif- 
ferentes. Toutes ces surfaces ont un caractere commun, independant de la fonction 
arbitraire, et lie a la nature des courbes suivant lesquelles chaque enveloppe est 
touchee par ses differentes enveloppees. C'est pour cette raison que Monge donne 
a la courbe representee par I'ensemble des equations 

F[a:,j, z, a, 9(«)] = 0, -^ = 0, 

le nom de caracteristique . 

PrenoDs, par exemple, I'equation generale des spheres de rayon constant, dont 
le centre est situe dans un plan pris pour plan des xy dans un system^ de coordon- 
nees rectangulaires. Leur equation est 

(x — ay -f- [r — 9(a)]' -V- 2' =:r*. 

L'enveloppe de ces surfaces est une surface canal dont la nature varie avec la 

Annates scicntifiques de I'icole Normale superieure. Tome III. 2 
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forme de la fonction 9, mais qui, dans tous les cas, quelle que soil cette fonction, 
est touchee par chacune des spheres suivant un cercle dont le plan est perpendi- 
culaire au plan desxy; ce cercle, represenre par Tequalion precedente et Tequa- 
tion du plan 

est la caracteristique de la surface canal. Quelquefois la caracteristique est une 
ligne de courbure, mais ce n'est pas un fait necessaire. 

3. Les methodes d'integration des equations aux derivees partielles du premier 
et du second ordre, donnees par Monge et par Ampere, ont pour base la conside- 
ration et la recherche prealable des caracteristiques. 

Toutefois, ces courbes ne sont pas les seules que Ton puisse employer dans les 
questions de cette nature. Dans certains cas, il pent etre avantageux de considerer 
une surface comme Tenveloppe des surfaces developpables, appelees par Monge 
enveloppees developpables ^ qui sont formees par les intersections successives des 
plans tangents aux differents points de lignes quelconques tracees sur la surface. 

Parmi ces enveloppees developpables, celles qui sont circonscrites le long d'une 
ligne de courbure jouissent de proprietes speciales. La plus importante est que la 
ligne de contact se trouve a la fois ligne de courbure de Tenveloppe et de Tenve- 
loppee. II resulte de la que, si dans une question on connait la nature de ces enve- 
loppees, il suffira, pour avoir Tenveloppe, de regler le mouvement des enveloppees 
par la seule condition que chacune d'elles soit coupee par la suivante le long d'une 
de ses propres lignes de courbure. Nous les appellerons pour cette raison envelop- 
pees principales. Chaque surface a done deux systfemes d'enveloppees principales. 

4. Supposons que, dans un probleme, on eut en vue de trouver I'equation gene- 
rale d'un groupe de surfaces, et que par des considerations geometriques ou 
autres on fut arrive a savoir que toutes les enveloppees principales d'un systeme 
sont representees par une equation F = o renfermant un certain nombre de para- 
mfetres; on exprimerait, s'il etait possible, tous ces parametres au moyen d'un seul 
d'entre eux en assujettissant chaque enveloppee principale a couper la suivante le 
long d'une de ses lignes de courbure, et alors on obtiendrait I'equation generate 
cherchee par la methode habituelle des enveloppes. 

Au lieu de cela, dans ce qui suit, nous traiterons les cas oil les enveloppees prin- 
cipales sont definies seulement par une equation /(/>, q,a) = o entre les coeffi- 
cients du plan tangent /> et q et une constante a relative a chaque ligne de cour- 
bure. 

Si cette relation est lineaire par rapport ay? et a 9, notre premiere methode nous 
conduira a I'integration d'une equation aux derivees partielles du premier 
ordre. Notre seconde methode, applicable a tous les cas, nous mettra en pre- 
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sence d'une equation iineaire de la forme 

oil P, Q designent des fonctions de a?, y seulement. 

L'applieation de ces methodes exige done la eonnaissance prealable de I'equation 
differentielle des enveloppees principales de I'un des systemes. Quelquefois cette 
eonnaissance resulte imm^diatement de la definition geometrique des surfaces 
dont on veut I'equation generate.^ Dans tous les cas dont il est parle dans I'lntro- 
duction, les surfaces peuvent etre definies par une equation aux derivees partielles 
du second ordre de la forme indiquee au meme endroit, 

alors, Texamen de cette equation elle-meme conduit a Tequation differentielle des 
enveloppees. 

5. Supposons, par exemple, que Ton demande quelles sont les surfaces dont les 
lignes de courbure de Tun des systemes sont des cercles paralleles a un meme 
plan. 

L'enveloppee circonscrite k Tune des surfaces suivant un de ces cercles est cou- 
pee partout sous le meme angle par le plan du cercle; c'est done un cone de revo- 
lution dont Taxe est perpendiculaire au plan donne. Or, pour que des cdnes droits 
dont les axes sont paralleles se coiipent successivement suivant des cercles, il faut 
evidemment que le sommet decrive une perpendiculaire au plan. De la resulte que 
les cercles ne peuvent pas etre pris arbitrairement quant a la position de leurs 
centres. Ces centres doivent etre situes sur une meme droite perpendiculaire a leur 
plan, et la surface cherchee est de revolution autour de cette droite. Ici, Ton aper- 
Qoit immediatement que Tequation differenlielle des enveloppees principales de 

Tun des systemes est 

I -h p* H- g' = a, 

le plan fixe etant pris pour plan des ocy^ et c'est a cette equation que Ton applique- 
rait les methodes qui seront exposees plus bas, si le resultat n'etait Evident. 

6. Supposons maintenant que les surfaces cherchees soient defmies par une 
equation aux derivees partielles du second ordre. 

Nous aliens faire voir que, dans le cas oil nous nous supposoiis places, cette 
equation differentielle est necessairement de la forme 

RrH-S5-+-T/=:o, 
R, S, T etant lies par la relation 
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Pour le demontrer, dous allons modifier la forme sous laquelle od preud babitueU 
lement Tequatioa des lignes de courbure, qui est, comme on sail, 

(A) dy*[{i'hq^)s—pqt] -4-rfxrf7[(i -4- 5')r— (i -^ p^ ) t] ^ dx^ [{i H-p»)5 — pjrjrs o. 

Cette equation equivaut a la suivante : 

(B) dp[dy''^ qdz)=zdq{dx -^pdz). 

RemplaQons-y dop eidy par leurs valours en fonction des differentielles totales dp 
et dq^ et de r, 5, / : on a 

dz =pdx -h qdy, 

dp = rdx -h sdy-y 

dq = sdx -h tdy; 

tirons de ces deux dernieres equations 

rt — s^ 

en portant ces valeurs dans Tequation (B) , mise au pr^alable sous la forme 

[pqdp — (i -4- p^)dq] dx = [pqdq — Ci -^- q')dp]djr, 

OD obtient, apres reductions faites» 

(C) rfsf'[^(i-h/?^)— rp7]-hrfpc/g[r(i-+ g')— t{i-h p\i]'-'dp'[s(i'h q')—ipq]=^o. 

Cela etant, designons par 

F=:o 

Tequation aux derivees partielles du second ordre d*un groupe de surfaces dont 
tous les individus jouissent d'une propriete commune relative a la direction du 
plan tangent le long d'une ligne de courbure de Tun des systemes, et susceptible 
^ d'etre traduite par une equation entre />, q et une constante qui particularise 
chaque ligne de courbure. En un mot, supposons que tout le long d'une ligne 
de courbure /> et q soient lies par une relation de la forme 

/(/>, 9) = a, 

puis di^erentions cette equation en laissant a constant, ce qui donne un resultat 
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de la forme 

dq dp 

M ■"¥' 
M et N etant des foDCtions dep et de q. L'equation (C) des^ lignes de courbure doit 
elre verifiee identiquement par ia valeur du rapport ^» tire de I'egalit^ prece- 

dente, et par tout systeme de valeurs de p, 9, /*, s, t satisfaisant a l'equation dif- 

ferenlieile 

F=:o. 

Reciproquement, si on elimine ^entre l'equation 

dq dp 

et l'equation (Cj, on doit retrouver l'equation differentielle donnee 

F = o. 
Celle-ci est done de la forme 

(D) r[(i -hg^)MN— pgM»]-h5[(i -hjp^)M* — (i-+-g')N'] — /[(I 4-/>')MN — p^N'l = o, 

ou plus simplement de la forme 

RrH-S5-hT/ = o, 
R, S, T etant lies par la relation 

R(i -h;?^)-hSp9-hT(i -hsf») = o. 

Si une pareille equation nous est donnee, nous poserons 

M "" N ' 

le rapport ^ etant egal ^ -S±^/^4RT ^ ^ ^ , et en integrant cette 

equation, qui est aux differentielles ordinaires, nous obtiendrons l'equation diffe- 
rentielle des enveloppees principales 

^(Py 9» a) = o. 

Si F est lineaire par rapport a /? et ^. nous appliquerons notre premiere me- 
thode, qui consiste a integrer cette equation, puis a chercher I'enveloppe des sur- 
faces representees par I'integrale generale, en regardant a comme un parametre 
variable, et exprimant que deux enveloppees successives se coupent suivant une 
de leurs propres lignes de courbure. 

7. Comme cas particulier, faisons 

M = (7, 

Annahs scicntifiques de tEcole Nonnale superieure. Tome III, «J 
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L'equation donnee devient, apres reductions, 



r— t s 

1 



p' - q' pq 

et ceile des enveloppees principales , 

dq dp 



Cette derniere s'iatfegre immediatement et donne/> = cnq, ol etant une constante 
arbitraire. 

Telle est I'equation des enveloppees principales. On pent d'ailleurs obtenir aise- 
ment, dans ce cas, leur equation en termes finis; c'est 

Seulement, nous devons considerer 9 comme contenant a d'une maniere quel- 
conque. 

Nous Savons maintenant que les enveloppees principales sont des cylindres dont 
les generatrices sont paralleles au plan xy. Reciproquement, tout cylindre de 
cette espece circonscrit a la surface la touche suivant une ligne de courbure carac- 
terisee par une valeur particuliere de a qui demeure la meme tout le long de 
cette ligne. 

Reste k determiner la nature de la fonction 9, de maniere que deux enveloppees 
successives se coupent suivant une ligne de courbure , ce qui est facile dans le 
cas actuel. 

8. Nous remarquerons, en effet, que les lignes de courbure d'un cylindre sont 
les generatrices et les sections droites. Ici, les generatrices etant paralleles au 
plan des xy, les plans des sections droites ont des traces perpendiculaires aux 
projections des generatrices sur le plan des xy^ et c'est sur ces traces que se pro- 
jettent les tangentes aux sections droites. II nous suffit done d'ecrire, en desi- 

gnant par j- le coefficient angulaire de la projection d'une de ces tangentes, que 

Ton a Tegalite 

dr 

-f- a = I. 
ax 

9. Pour avoir ce coefficient nous differentions les deux equations 

j-f-aj; = 9(z, a), 

d(D 
da 
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ce qui donne 

dy -f- adx z=i -^ dz^ 



d'oii, en eliminant dz^ 



dx = j—X- dz ; 
a adz 



dy dz dadz 

dx rf^cp 

doidz 



Puis, portaut cette valeur dans Tequation 

^^ « - . 

nous obteuons, pour determiner f, Tequation 

Cette equation peut etre integree, une premiere fois, comme si elle etait aux 
differentielles ordinaires. On peut, en efTet, ia mettre sous la forme 

L{ii\ 

doL \dz ) a 

d(f I -4- a' 

dz 

Ghaque membre est une derivee exacte; on a done, en egalant les integrates et 
rempla<;ant la constante par une fonetion arbitraire de z, paree que eette variable 
est consideree comme constante pendant Tintegration , 



(^)=F(z,V7T^. 



En integrant de nouveau, mais en rempla<;ant eette fois la constante par une 
fonetion de a, on obtient d^finitivement pour la valeur la plus generale de f 

ou plus simplement 

* 

<^=^TT^*f(z)-h^(<x), 

/et (j^ etant des fonctions afbitraires. ^^ ' 

3. 
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Ainsi, rintegrale generale de Tequation 
est representee par TeDsemble des deux Equations 



y^ax=^i H-a*/(2)-+- +(«), 



X = 



V^i -f- a 



/(z)-*-v|;'(a), 



dont la seconde est la deriv6e de la premiere par rapport a a. 

10. II est aise de verifier que le systeme de ces deux equations coustitue bien 
une integrale de Tequation donnee. On a, en effet, en difTerentiant la premiere 
successivement par rapport a jc et par rapport a y, 



a = ^i-ha'f'(z)p, 
i=V^i-ha'/'(z)9, 

et en divisant ces dernieres membre ^ membre, 

p = aq. 

Differentions actuellement celle-ci par rapport ^ a?, puis par rapport a j, nous 
obtenons 



d'oii Ton tire 



r — 


as — 


da 


s — 


at = 


da 

• 

da 


r- 
s - 


- as 
-at' 


dx 

dr 



Or, la seconde des equations integrates donne 

« 7=^=f{z)p ' 

da __ ^i -h«' iH- a* 

f(') ;++"(«) f{z) ! + +'{«) 



da j_ v» + *' I +flt' 



2\« 



;i' -+"«')' (!-+-«') 
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On a done 

r — as — I 



J 



s — act t 

d'oii 



ou, en rempla^ant a par sa valeur ^? 



P' - «f' P9 

11. Nous pourrons suivre une marche analogue ^ la precedente toutes les ibis 
que rintegrale gen^rale de I'equation differentielle des enveloppees principales de 
Tun des systemes 

se composera d'une equation unique 

¥[x,x,z,a,(^{u,a)]=o, 

dans laquelle 9 designe une fonction arbitraire renfermant u ei a d'une maniere 
quelconque et u une fonction connue de x,y, z^ a. Or cela a lieu seulement quand 
la fonction/est lineaire par rapport a/? et 9. Soit done 

( 1 ) p = aq -hf(a) [/est une fonction donnee] 

Tequation differentielle des enveloppees principales; son integrale generate est 

7^ -h or = <p j a, [z — xf(a)] }. 

Nous allons chercher quelle forme doit avoir 9 pour que, a venant a varier, chaque 
surface representee par cette equation coupe la suivante suivant une de ses propres 
lignes de courbure; alors cette equation, jointe a sa d^rivee par rapport a a, re- 
presentera Tensemble de toutes les surfaces dont les enveloppees principales sont 
d6finies par I'equation (1). Posons 

les equations du systeme integral prendront la forme 

(2) ^-hflw: = (p(a,a), 
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De ces deux equations on tire 

P= 5 ' 

du 

du 
Actuellement, dans i'equation des lignes de courbure 

(4) dx[{\ -^ p^)dq ^ pqdp] = dx[(x -^ q^)dp — pqdq], 

on doit porter les valeurs precedentes de p et ^, puis substituer ^ ^ ' ^ '^s valeurs 

que prennent ces rapports en fonction de u, a, x^ tout le long d'une meme ligne 
de courbure. Nous obtiendrons ces dernieres valeurs en difTerentiant les equa- 
tions (i), (2), (3), comme si a etait une constante. En operant ainsi, on trouve 



dp 

5^ = ^' 



-S-/(«>-k<«)S?-S]l'-^'«l! 






d(^ 

"ffrt 

puis, en substituant dans ['equation (4), et rempla<;ant x par ^ » 

12. Telle est Tequation du second ordre qui fera connaitre la forme de 9 ; si on 
Tecrit sous la forme 

on aper^oit immediatement que chaque membre est une derivee exacte par rapport 
a u; on est ainsi ramene a Tequation du premier ordre 

d<f 

ff:^ a(p—f{a).u _ d^ ^^^^ 

dans laquelle F designe une fonction arbitraire. 
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13. Si nous faisons f[a) = o dans Tequation (i), nous retombons sur I'exemple 
traite au n® 7. u se reduit h z, ei Tequation (5) k 

^9 ^9 1^/ % 

da I -h a' 

Eq appliquant k cette equation les formules connues pour Tintegration des Equa- 
tions lineaires a deux variables et rempla<;ant la constante arbitraire par une fonc- 
tion arbitraire de z, on trouve 



<p = v'l -h a'^{z) -h F(a), 

et pour equation integrale 

jr-^ ax =^i -ha*^(z) -h F(a), 

qui ne difT^re pas de celle que nous avons deja trouvEe au n^ 9. 



§ II. — equation liniaire a laqueUe conduit Vemploi des deux systhmes 

d' enveloppees principales. 

14. Dans la methode precedente, applicable seulement au cas oil I'equation dif- 
ferentielle des enveloppees principales de Tun des systemes est lineaire par rapport 
a/7 et 9, nous n' avons pas fait usage des enveloppees de Tautre syst^me. Nous 
aliens maintenant montrer comment, en employant les equations des deux systemes, 
on est dans tons les cas conduit a integrer une equation de la forme 

dans laquelle P et Q sent des fonctions de a? et de / seulement. 

15. Toule surface S, quelle que soit sa nature^ pent etre d'une infinite de ma- 
nieres consideree comme Tenveloppe d'un plan variable dont les coefficients sont 
des fonctions convenables de deux constantes arbitraires. Soit 

Tequatio'n de ce plan. Si Ton y laisse constante Tune des deux quantites a ou b, 
ei, par exemple, tons les plans representes par Tequation qui resulte de cette hypo- 
these enveloppent une certaine surface developpable qui touche la surface S sui- 
vant une ligne /; si Ton donne a a une valeur differente, on a une autre 
surface developpable touchant la surface S le long d'une nouvelle ligne /' diffe- 
rente de la premifere. On obtient ainsi une premiere serie de surfaces developpa- 
bles enveloppees par S et que nous appellerons les surfaces (a), parce que leur 
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equation generale coDtient ce parametre; ou, pour etre plus explicite, parce que 
ehacune de ces surfaces est completement determiuee quand on donne a a uqe 
vaieur particuliere. 

De meme , nous aurons une autre serie de surfaces que nous nommerons les 
surfaces [b). 

Ainsi , ia surface S pent , de deux manieres differentes, du point de vue auquel 
nous nous sommes places, etre consideree comme enveloppee par des surfaces 
developpables. 

16. Un point quelconque P de la surface S est represente par Tensemble des 

trois equations 

zi= F(a, 6) -h j:^(a, 6) -+-//(«, 6), 

rfF rfo df 

da da * da 

dY do df 

''=M-^''db^yW 

m 

et Ton aura Tequation de la surface S en eliminant a et fe entre ces trois der- 
nieres equations. 
Les lignes de contact (a) et (6) sont respectivement representees par les deux 

groupes suivants : 

z = Y{ayb) -h^<p(a, b)-^rf(a, b), 
(a) { d¥ do df 

z = F(a, b) -hj:cp(a, 6)H-j/(a, 6), 
da da " da 

Le point P est a Tintersection des deux lignes appartenant Tune au systeme (a), 
Tautre au systeme (|3). Pour toute surface, on pent choisir d'une infinite de 
manieres ces deux systemes de lignes . 

Nous allons chercher quelle est la relation a laquelle doivent satisfaire les 
trois fonctions F, 9, /pour que, en chaque point P, une des deux generatrices 
rectilignes qui y passent soit tangente a la ligne de contact appartenant a la 
surface de Tautre systeme. Nous allons exprimer, par exemple, que la ligne de 
contact de la surface (a) est tangente a la generatrice de la surface {b). ' 

17. La tangente a la surface (a) etant deja situee dans le plan tangent a la sur- 
face S, aussi bien que la generatrice (6) , il suffit d'exprimer que les projections 
de ces deux droites sur le plan xy sont paralleles, c'est-a-dire d'ecrire que les 
differentielles dx et dy le long de la ligne de contact satisfont a la relation 

o = ^ dx -h ^ dy. 
da da * 
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DifTerentions les secondes equations des groupes (a), (|S), en laissant constant le 
parametire a. Nous obtenons 

Pour que dx et dy satisfassent a ia premiere des deux relations precedentes, il 
faut et il suffit que I'on ait 

rf'F rf'y d\f _ 

dadb dadb " dadb ~ 

18. Nous remarquons que si nous eussions voulu exprimer que la ligne de 
contact (6) est tangente a la generatrice d'une surface (a), nous eussions ete 
conduits a la meme equation. Done, quand la ligne de contact d'une surface de 
Tun des systfemes est tangente a une generatrice de Tautre systbme, Tinverse a lieu 
pareillement ; ou, en d'autres termes, les generatrices de chacune des deux sur- 
faces developpables [a] et (6) sont a la fois tangentes a la ligne de contact de 
Tautre surface developpable avec la surface S. Nous transformerons I'^quation de 
condition qui precede, en y mettant a la place de .r et de j leurs valeurs tirees des 
secondes equations des systfemes (a), (|S). 

Nous obtenons ainsi 

^^^ 'dadb\dadb dhdaj'^dadb\dadb dbdall^idh\dadb db da) '^ ' 

19. Cette equation laisse indeterminees deux des trois fonctions F, 9,/. Mais 
si nous prenons pour nos surfaces [a) et [b) les enveloppees principales de la 
surface S, il n'en est plus ainsi : les fonctions / ei<p sont liees par une equation 
que nous obtiendrons en ecrivant que les generatrices des deux surfaces (a), (|3) 
se coupent a angle droit. 

Cette equation est 

Pour la former immediatement, il suflfit de considerer les equations 



df d<f df . d<f 

dB dE '^"dh'-^dB 

X y z 

da da ^ da *' da 

Annates scientifiques de Cicole Nonnale supirieure. Tome HI. 
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qui representent respecliyemeDt des clroites menees par I'origine des coordonnees 

parallelement aux deux generatrices et d'exprimer la perpendicularite de ces 

droites. 

Remarquons que la premiere de ces deux equations est du deuxieme ordre, 

mais lineaire par rapport a chacune des trois fonctions F, 9,/. Elle est meme 

de la forme tres-particuliere 

s -^ 9p -hQq = o, 

P et Q etant fonctions seulement des deux variables independantes. 
20. Si done 9 et/sont donnees par deux equations de la forme 

+ (?»/. «) = o» 

+ •(?»/. *) = Of 

et satisfonl a I'equation (c^), on obtiendra F par une equation lineaire du second 
ordre ne contenant pas les derivees extremes de cet ordre. 

Si Ton connait seulement Tequation differentielle de Tun des systemes d'enve- 
loppees principales, on determinera Tequation des enveloppees principales du se- 
cond systeme par Tequation du premier ordre 

^'^"^^Tadb ^'^\d^Tb^dbTa)'^^"^J^didS^''' 
et Ton retombera alors sur le cas precedent , ou les equations 

+ =0, 

^>. = o, 

sent donnees. 

II suffira d'ailleurs de prendre une integrale avec une seule constante arbi- 
traire. On connaitra done 9,/, F en fonction de a et 6, F renfermant dans son 
expression deux fonctions arbitraires. On portera ces valeurs dans T^quation 

z = Via, b) -+- ^9(a, b) -hyfia, b), 

puis on eliminera les deux parametres entre cette equation et les deux equations 

d6rivees 

__rfF rf9 df 
"~ da da ^ da^ 

rfF do df 

Les deux fonctions 9 et/ne sont autre chose que les derivees partielles de z par 
rapport a J? et k j dans I'equation de la surface S, derivees que nous designons 
habituellement par p et q. Nous n'avons fait qu'un changement de variables en 
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exprimant ces coefficients differendels au moyen de a et 6, au lieu de les expriiDer 
au moyen de x ct de y. 

21 . Quand on connait Tequation difTerentielle des envelopp^s principales de 
Tun des systemes 

il n'est pas necessaire, pour trouver Tautre, de recourir a I'equation [d). En etlet, 
de Tequation precedente nous (irons 

a 

en designant par a le rapport — ^ • Portons ces valeurs de ret de / dans Tequa- 
tion difTerentielle des lignes de courbure. Elle devient 

[a(i -hf?') — p^jrf;?' -+-[i -+-/>' — a( I -hq^)]dpdq h- [a^pq — a{i -h p^)]dq^ = o. 

Le premier membre se decompose en deux facteurs 

dp — ocdq, 
[a{i -h q') -pq]dp'^[i -^ p' - 0Lpq]dq , 

qui correspondent respectivement aux enveloppees principales des deux systemes. 
22. Reprenons I'exemple deja traits : 

r— / s 



Nous avons trouve, pour equation difTerentielle des enveloppees principales de 

Tun des systemes, 

p = aq, 

c'est-a-dire, avec la notation que nous avons employee en dernier lieu, 

9 = a/. 

On deduit de cette derniere equation, en la differentiant successivement par rap- 
port a a? et par rapport a j, 

d9^._^^df^ 

da ^ da^ 

db-^^db 

Portons ciss valeurs de 9, ^9 ^9 dans Inequation difTerentielle qui lie f et/. Cette 

4. 



^4 SUR UNB CLASSE d'^QUATIONS 

equation devient 



ou, en eilfaQant les termes qui se detruisent, 

Le premier membre de cette equation se decompose en deux facleurs , 

df , , ,,df . 

le second facteur, egale a zero, nous donne, pour determiner/, {'equation 

qui pent etre integr^e immediatement. 
On obtient ainsi 

[il ne serait pas plus general de mettre (p{b)]. 
On a done 

b 



f= 



v/iH- a} 
ab 



^='r 



Ces valeurs vont nous servir pour determiner F : on en deduit en effet 



df_ ab 


df_ • . 


(i-+-a»)' 
rf<p b 


db ^i -(-«»' 
d<f _ a 


da~ , ,,{' 
d'f _ a 


rf'9 I 


dadb~ , i' 
(14- a')' 


dadb , ,,f 



En portant ces valeurs dans Tequation 



dddb \da db lb da) "^ da \db dadb db dadb) "^ db [da dadb da dadb) "" ^' 
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on obtient, apres reductions, 

rf«F , rfF 

r- = O. 



dadb da 

On tire de la, en integrant deux fois, 

¥=zb j(^{a)da-h^{b). 

Designons j <p{a)da par /(a); nous aurons, pour representer Tintegrale de 
r^quation proposee, le systeme des trois equations 

z = bf{a)^^ib)^ 1 — x-^'-=r. 



3 2 



{i-ha'y {i-ha^y 



23. II est aise de verifier que ce systeme de trois equations est equivalent au 
systeme des deux equations precedemment trouvees 



r-hax = ^i-ha^f{z) -h ^(a), 



a 



VI -hex' 

En efTet, on tire de la troisieme 

ax y 



-^'(b)=f{a) 



^i -ha* v^i -h a* 

D'autre part, la premiere Equation pent etre ecrite de la manifere suivante : 



Z = ^{b)-^b\f{a)-^y^=-^y=L=\ 

L ^i-ha^ VI -ha' J 



on a done 

et, par consequent, 

b = <t^{zh 

le signe ^ designant une fonction completement arbitraire. La troisieme equation 
pent done etre mise sous la forme 



J -h or = V'l -h a' [f(z)] -h ^I^, (a) ; 

puis, en multipliant la troisieme equation para et Tajoutant membre a membre 
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on en deduit 

b 

^ ab 

C'est ce que nous avons deja trouve. 

26. Nous remarquerons encore, a Toccasion de Tequation 

r — / s 



p' - q' pq 

que c'est Tequation differentielle representant toutes les surfaces dont les lignes 
de courbure de Tun des systemes sont paralleles au plan des xy. 

Ce qui precede nous apprend que celles du second systeme sont planes conime 
les premieres, mais non paralleles entre elles. Leurs plans sont paralleles a une 
meme droite perpendiculaire au plan des premieres. Nous aurons bientot occasion 
de retrouver cette categoric de surfaces. Leur integrate se presentera a nous sous 
une autre forme qui mettra en evidence un mode de generation tres-simple deja 
indique par Monge. 

§111. — Formules de Monge pour les surfaces rSciproques. AfSthode de 
Laplace pour I' integration des equations aux deriv4es partieUes ti- 
neaires. 

27. Dans certains cas, il y a avantage a abandonner les variables independantes 
a et 6, et a considerer F comme fonction de f et de/. On retombe alors sur la me- 
thode de Monge pour les surfaces reciproques. Nous aliens ecrire ce que devient 
Tequation qui fait connaitre F. On a 

rfF d¥ rf9 d¥ df 
da d(p da df da 

dFdFdc^ d^ df 
db" d^'db'^ df'db' 

d'¥ _d'¥ rfy rfy d^ ( df d^ il ^\ ^^^ 
dadb " rfcp* ' da' db^ d<^df\db da "^ db da) "^ dp da db 

d¥ rf^y rfF d\f 
d^ dadb ^df dadb 

On deduit de ces trois equations 

^d¥ _df d¥_d¥ f^ d^ _^ d^\ 
da '3b db da d(p\da db r/cp da I ' 

d¥ d^_d¥d^_d¥^ (df d^ _df rfy\ 
da ' db db da "~ df \da db db ' da) ' 
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Remplacons, dans Tequation du n^ 18, les quantites qui figurent aux premiers 
membres des deux deruieres equations par les seconds membres des meines Equa- 
tions; nous obtenons, par la suppression du facteur commun (;/ * ^ — ^ • ^) » 

rf'F _ jrf^p dF _ dj d¥_ 
dadb dadb c/cp dadb df^ ^ 

ou enfin 

rf'F rf© dm rf»F (dfd(o d^ df\ rf'F df df 



\da d6 da 



d(^* da db d<^df \da db da dbj df* da db 

En reniplaQant ^' ^r* i^' ^ P^^r leurs valeurs en fonction de (p et de/, nous 

aurons encore, pour determiner F, une equation lineaire du second ordre. 

28. Nous avons mentionne rette derniere forme d'equation parce qu'elle pent 

quelquefois conduire a une forme tres-simple. Nous citerons, par exemple, le.cas 

oil J'on a 

df d(^ df dd^ 

d^'db'^Tb'di^^''' 

m 

auquel cas cette equation devient 

d^ d^ d^ c(»F rff df _ 
rf(p» ' da' db^ df* ' da'db"^' 

La meme hypothese, introduite dans Tequalion qui lie/ et f, donne 

En divisant membre ^ membre les deux dernieres equations, on obtient 

Nous aurons a revenir sur cette equation. 

Dans la plupart des cas, c'est Tequation du n^ 18 qu'il faut employer, parce 
qu'on lui applique immediatement la methode de Laplace. 

Nous croyons devoir rappelcr en quelques mots en quoi consiste cette methode, 
publiee dans les Mdmoires de VAcadimie des Sciences de 1773. 

29. Etant donnee une equation lineaire de la forme 

ArH-B5-f-C/-i-D/i-hEg-f-F2 H-G -o, 

A, B, C, D, E, F, G etant fonctions de x et j seulement, Laplace commence par la 
transformer en une autre pareillement lineaire et ne contenant que 5, 

s -h mp -h n^ -h /z -h / = o. 

Annales scientifiques de FEcole Normale sup^rieure. Tome III. 5 
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Pour cela, il prend deux nouvelles variables independantes a et |3, et pose, comme 
nous avons fait tout a Theure, 

dz da dz dQ 
'^ da dx d^ dx 

dz^ da dz d^ 
^^ da dr^'d^ dr 



— . - * 



_ d'z /rfaV d'z da rf|3 dTz ( d^V (jz_ (l^ 

"~ rf^» ' W7^) '^'^ d^^ dx' dx^ </6' \dx) "^ da dx' 



__d^ daiia djz /d^ da d^ da\ d'z d^d^ 
da' dx dy dad'^\dy dx dx dyj r/j3' dx dy 

__rfVa/rfay d'z da d^ ^ /'^V ^ ^ dz d^ 

' "" r7? ' dj' ) "^ '^'dad^ ' dy dy "^ d^' \dy) "^ da " dy' '^ d^'lJy^' 



dz 


t/'S, 


tip 


dx'' 


</a 


d'cc dz d-'fi 
dxdy d& dxdy 



d'z . d'z 



puis il determine ces quantites de fagon que les cocffirients de *-j^^ ^** jn ^0*^"^ 

uuls'dans Tequation transformee, c'est-a-dire par les deux equations aiix derivees 
partielles du premier ordre, 



\dx ) dx dy ^ \ dy 



\dx } dx Ic^ \dx I " * 



ou 



da _ — Bh-v/B»--4AC </« 
dx " 2 A dy^ 

rf (3 -. B - y/B^^ AC rfp 
dx 2A dy 

Quand ces deux dernieres peuvent etre integrees, Tequalion 

Ar-h B5 -f-C/ -h . . — o 

prend la forme 

s -h mp -h nq -h Iz -h t =: o. 

30. Nous remarquerons d'ailleurs que Ton pent supprimer / sans nuire a la 
generalite de la melhode, pourvu que Ton connaisse une solution particuliere Zt , 
ce qui gen^ralement est trfes-facile. On posera en effet 

Z = Zi -h u, 

et comme z^ satisfait a la relation 

s -h mp -\-nq -\- IZi -h t =0, 

u sera determine par Tequation sans terme independant 

5 -+- mp -+- nq -h iu = o. 
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31 . On sail que dans ia composition de Tintegrale de oette equation doiyent 
figurer deux fonctions arbitraires^ Tune portant sur x et I'autre sur / seulement. 
Laplace demontre que cette integrale, si elle existe, est Uneaire par rapport a 
Tune de ces deux fonctions arbitraires et a ses derivees successives. C'est-a-dire 
qu'elle est de la forme 

z r=:R -»- A9(x) -h A,cp'(a;)-h A,9^''(jr) -h. . ., 

OU 

R, A, A, , A3 , . . > , dans la premiere, ou S, B, B| , B^ • . . . « dans la seconde, renfei*^ 
mant d'une certaine fa^on celle des deux variables qui ne figure pas explicitement 
dans Texpression de z, 

32. Laplace commence par donner des regies qui permettent de determiner a 
Tavance le nombre des termes dont se compose cette expression. II pose 

, dm 

(Illy 

dr 
mi=: m ^1 

dfXi 



En general, 



et selon que Ton a 
z est de la forme 



, dr dn 

. dm, 
fXi = I, -J m,/i. 



. dmr-i 

djkr 

dr 

mr = mr^x =— 1 

, dr dn 

llr dr 

, dmr 

Ur^-i = «r —j nmr I 



/X, =0, |Lt, = 0,..., ^r = 0, 

Z=: A(p(^), 



Z =: A9(X -h A,f'(^) -h. . .-h Arcp''{^). 



5, 
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33. Pour appliquer la methode, il faudra chercher la loi de fornoation des 
quantites jx^ jXs, . • .jx,. en fonelion de r; et alors on determinera le rang du der- 
nier terme en posant 

lXr = o; 

sinon on fera une suite d'essais en formant |X| , jx,,.. . successivenient; mais dans 
ce cas on pourra etre conduit k executer un nombre d'essais considerable sans 
obtenir autre chose qu'un rcsultat negatif. 

La determination du rang du dernier terme est la seule partie difficile de la me- 
thode; quand ce rang est connu, il est aise de former Tintegrale generale par un 
procede regulier et toujours le meme. 

Remarquons, en eiTet, que Tequation peut etre mise sous la forme 

d ( dz \ I dz \ i , dm \ 

ou , en posant 

dz 

dx 



De meme, en faisant 



dZi 

-T- -f- nZx -f- |[X| = o, 



dzx 
«« = ^ — h m, z, , 

dzt 



on aura 



• • • • 


dy 


-h Ulr-i Zp^y , 


dZi 

dx 


-h nZi -+- //, 


= o, 


dzt 
dx 

• • * 


-f- nz. 


. -+-f^3 


• • ■ • 



dZr 

-7— -h nZr -h fXr = O, 



Or, si |ui^ = o» la derniere equation donne 

dzr 



^--+nz.=-o, 



d'oii Ton tire 

Zr = erJ'"^'^(r), 
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^ etant une foDCtion arbitraire ; puis de la relation 

dZr-t 

dy 

OD deduit, en appliquant les formules connues pour I'integration des equations 
lineaires a une seule variable, 



z 
on aura ensuite 



,-. = «-/"•'-*' [9(x)+/V+(r)«'-^'"'-'*'"-^'^]; 



dzr^x It • dm, 



d'oii 



puis 



et ainsi de suite jusqu'a z. 



3r-l 




dZr^, 

dx 


-f- nzr^t 




nnir—i -h 


dnir-i 
dx 


-/r-, 


Zr—% • 


=: 


dx 


-h/lZr-, 




nnir^i -+- 


dmr^i 
dx 


/r-. 
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§ I*'. — GenSr allies sur les ombiUcs. 

34. Monge a donne le nom d*ombilics aux points d'une surface pour lesquels les 
deux courbures principales sont egales et de meme sens. 

Designons par pi et pa les deux rayons de courbure; ils ont pour valeurs respec- 

tives 

D. 

Pi= . - > 

VI -hp^ -hq* 

D. 



^i -h/i^-h g' 
D| et D2 etant les deux racines de Tequation du second degre 

[D(i +/?») ~ r] [D(i + 9') - /] - [pqD - S]» = o. 

Cette equation a, en general, ses deux racines reelles et inegales; en effet, le 
coefficient de D* etant i-hp^ -+-7*> on obtient deux changements de signe en 
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suhstiluanl successivement , dans le premier membre, k la place de D — ob , Tune 

des deux quantites ou : et 4- qc . 

Los deux valeurs de D ne peuvent done elre ej^^ales que si I'on a 






mais alors le premier membre de Tequation devient une difference de deux carres 
et change de signe quand on substitue, a la place de D, — — , el —• Done, pour 

que Tequation ait ses deux racines egales, il faut egaler le rapporl ~ aux deux 
precedents, ce qui donne la double condition 

r _^ / s 

\ -\- p^~~ > H- 9' " /'9 

Os deux equations, jointes a celle de la surface, determinent les ombilics. 

35. En ces points, toutes les sections normales ont meme courbure: de telle 
sorle que Telement de la surface peut etre assimile a un element de sphere, ou, 
pour etre plus precis, la surface possede une sphere osculatrice; en d'autres termes 
encore, Tindicalrice est un cercle. 

Les ombilics peuvent aussi etre definis comme les points oil les deux valeurs de 

-j--, dans Tequation 

dr^{pqt — s(i -f- 9^)J -f dxdy{t(\ -h p- • ~ i*(i -^ q^)] -^ dx^[s{i -f- p^i — pqr] — o, 

deviennent egales; c'est-a-dire qu'en ces points s'effectue le passage des lignes de 
courbure d'un des systfemes aux lignes de courbure de I'autre sysleme. 

Celte nouvelle definition nous montre que nous pourrons obtenir comme ombi- 
lics des points qui n'en sont pas; car, pour que des points se presentent avec ce 
caractere, il suffit que leur projection sur le plan descry serve de passage entre les 
projections wsur le meme plan des lignes de courbure de Tun a Tautre systeme. 

Telssont tons les points du contour apparent de Tellipsoide par rapport au plan 
du grand et du petit axe. 

En changeant de coordonnees, il sera toujours facile de reconnailre si reellement 
on a un ombilic. 

36. Les ombilics olant determines par trois equations , celles du numero 
precedent et celles de la surface, leur nombre est en general limite. Ainsi, dans 
les surfaces qui admettent des sections circulaires, ce sont les sections circulaires 
evanouissantes. Us sont au nombre de quatre dans rellipsoide el Thyperboloide a 
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deux nappes, et au nombre de deux seulement dans le paraboloide elliptique. Dans 
rhyperbolo'ide a une nappe et le paraboloide hyperboliquc, non phis que dans toute 
autre surface a courbures opposees, il ne pent y avoir d'ombilics. 

A priori, il semble que toute surface a une infinite d'ombilics constituant une 
ligne, puisque, pour exprimer Tegalite des racines de Tequation en D, il suffit de 
poser la condition 

o = [t(i -h p') - r{i -h q')y -h i[pqr^ s(i -h i}^)][pqt - S{i -h q^)]. 

Mais cette equation se decompose en deux , qui sont celles que nous avons posees; 
elle represente en general une ligne imaginaire a deux branches qui se coupent aux 
ombilics reels. Cette ligne a ete nommee par Monge ligne des courbures spheriques, 
parce que tout le long la surface admetune sphere osculatrice; elle a pour points 
doubles les ombilics reels. 

Nous allons examiner un certain nombre de cas oil cette ligne pent devenir 
reelle, et nous lui donnerons le nom de ligne ombiUcaie. 

g II. — Surfaces dont tous les points sont des ombilics. 

37. Monge a fait voir qu*il n'y a que la sphere dont tous les points soient des 
ombilics. M Bertrand a, depuis, demontre cette proposition par la Geomelrie, avec 
Telegance qui lui est habituelle. On en trouve encore, dans le Calcul differentiel du 
meme auteur, une demonstration analytique tres-simple que nous avions egalement 
rencontree, el que nous allons reproduire afm de donner plus d'ensemble a ce 
Meraoire. 

En chaque point de la surface les deux equations 

r S 



I -h /?' pq 

I _ S 

^^q^~ pq 

sont satisfaites; chacune d'elles pent etre integree immediatement une premiere 
fois. 
La premiere, par exemple, pent etre mise sous la forme 

dp (Iq 

dx tlx 

'^ I -hp^ q 

et donne par Tintegration 
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On a de meme 

les fonctions f et i|; etant jusqu'ici arbitraires; mais, en realite, ces fonctions doi- 
vent satisfaire a la relation qui exprime que 



On a 



dp dq 

^ dx 



^ ^'(^)cp'(j)-r 



on en deduit 






puis , en egalant les seconds membres et en supprimant le facteur commun 

Or, une fonction de j ne pent etre identiquement egale a une fonction de x que 
si chacune d'elles se reduit a une constante; done les deux rapports qui precedent 
sont egaux et constants. 

On a done 

y(r)?'(r) _ ^^(^)i^'(^) _ « 

On (ire de la, par Tintegration, 

I X — a 



\li-\-^^{x) r 

V^i-f-9'(r) r 

r, a, j3 etant des constantes arbitraires. 

Porlons dans les expressions de/? et ^ les valeurs de vj; (or) et 9 iy) deduites des 
relations precedentes. On trouve 



X — a 

P = 



— » 



\/ f - {x - oiy - (y - ^y 
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d'oii 

(x— a)dx -h (j — P)rfr 



dz = 



et en integrant , 



^r^-(^-a)^-(.r~P)'' 



ou 






Cette Equation represente, comme on sait, une sphere de rayon et de positions 
quelconques. Cette surface jouit done exclusiveinent a toute autre de la propriete 
d'avoir en chaque point ses deux courbures egales et de meme sens. 

Cette conclusion est complete et rigoureuse, si Ton se borne, comme nous 
avons intention de le faire, aux surfaces reelles. 

}^ III. — Surfaces qui peu\^ent avoir des lignes ombilicales reelles. 

38. Pour qu'une surface ait une ligne ombilicale reelle, il faut que les deux 
equations qui determinent les ombilics se reduisent a une seule. Cela pourra avoir 
lieu si, en ajoutant membre a membre ces equations respectivement multipliees 
par des faeteurs convenables, on forme une nouvelle equation satisfaite pour tous 
ies points de la surface. Mais cette condition n'est suffisante que dans le cas oil les 
faeteurs ne s'annulent pour aucune valeur reelle de x et de y. Nous sommes 
done ainsi conduits k chercher quelles sont les surfaces en tous les points desquelles 
on a 

(t) > — ^, - (X -h X') — + >' -4—. = «' 

I -f- /?* ^ pq 14-9* 

c'est-a-dire a integrer cette equation, X et X' etant des faeteurs quelconques qui 
ne contiennent que x, y, z, /?, q. 

Comparons cette equation a celle que nous avons deja examinee au n° 6 et qui 
n'en differe qu'en apparence lorsque X et X' renfermenl seulement/? et 9, 

r[(i -hq')M'S — pqM']-hs[(i -hp')W — {i -h g^)N'] — /[(i -h p')M^ — pq^'] = o, 

II faut, pour qu'elle lui soit identique, qu'il soit possible de choisir M et N de 
fa^on a satisfaire a Tegalite de rapports 

(I -f-g^)MN-/?qfM^ ___ (i -h^^)N^^(i -hp')M' ___ pq^'-ji H-p')MN 
l(i-^q^)pq ~ (X ^- X')(i -+-p')ii ^ q') ~ X'(i -hp')pq 

Chassons les denominateurs et egalons chacun des termes extremes a celui du 
milieu. Nous obtenons I'equation unique 

(2) X'(i -hp')pqM' -+-X(i -f-g^)/>9N'— (X-hX')(i -+-/?*)(! -hg»)MN = o. 

Annales scientifiques de VEcole Normale superieure. Tome lU. O . 
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M 

Cette equation donne, pour le rapport jr-» les deux valeurs 

M _ (X-hV)(i-h/?»)(i-hg')±:v^[r-f-V)Mi -h p'Y {i -h q'Y — ^' {i -h p'){i -^ q') p'q' 
N — il'(\^p^)pq 

En les separant et remplaQant ^ p^iV -^^ nous aurons deux equations aux difTe- 

rentielles ordinal res qui seront les equations diflerentielles des enveloppees prin- 
cipales des deux systemes. L'ensemble de ces deux genres d'enveloppees est 
represente par Tequation 

(3) Mi-^q')dp'-hl'{x-hp')dq'-{l-hy) ^' ^ ^"^^^ ^ ^'"^ dpdq = o. 

39. Si X et X' ne contiennent que/? et^, on congoit qu'il est toujours possible 
d'integrer ces equations differentielles ; mais on ne pent pas former une expression 
generale de Tintegrale tant que les valeurs de X et de X' restent indeterminees. 
Nous nous hornerons done a ^tudier quelques cas simples. Connaissant la nature 
des enveloppees principales, une de nos deux methodes nous fournira, quand elle 
existe, T^quation generale des surfaces « a lignes ombilicales, representee par 
Tequation proposee. Mais nous choisirons ces exemples de fagon a montrer que, 
meme dans des cas oil Ton pent avoir T^uation la plus generale des enveloppees 
principales, il n*est pas toujours possible de mettre sous forme finie I'integrale 
generate de Tequation proposee et que cette impossibility est dans la nature des 
choses. 

40. Premier exemple, — Nous avons d6jii traite le cas oil Ton fait X = i -^/>*, 
X' = — (i 4- 9*); ce qui donne 

r — / s 

p'-q'^pq' 

Faisons maintenant X' = o. L'equation (i) devient 



Tequation (3) nous donne 

(4) dp = o, 
et 

(5) dp l-~dq=o. 

Premiere mdihode. — L'equation (4) fournit 

(6) 1^ = *' 
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De cette equation et de sa derivee par rapport a « 

(7) Oz=zX -f- -y^ n 

da 

tirons le rapport ^ pour le porter dans Tequation generate des lignes de cour- 
bure, qui se reduit dans ce cas a 

rfj* ,pq -^dxdy(i -h ^* ) = o, 

et se decompose dans les deux suivantes : 

[ dy 

(8) ! ^ 

dy ^ I -i-p' 

ax pq 

La premiere de ces equations nous apprend que toutes les lignes de courbure 

de Tun des systemes sont paralleles au plan zx* Nous devons done retomber sur 

des resultats d^ja trouves, sauf le changement d'axes, car nous avons vu que 

Tequation 

r — / s 



^=^' 



j^^q^ pq 

represente toutes les surfaces dont les lignes de courbure de Tun des systemes 
sont paralleles au plan xy. 

Les equations (6) et (7) nous donnent 



dx rf*<p 

daajr 

II faut egaler cette valeur a Tune des deux valours de ^ fournies par les equa- 
tions (8). En egalant a la premiere, on exprime que (f est independant de j; les 
surfaces correspondantes sont des cylindres dont les generatrices sont paralleles \ 
I'axe des J. 

En egalant a la seconde , il vient 

ou, en remplagant p par sa valeur a, 

dady^dr 

Cette equation est integrable facilenient , comme celles que nous avons deja 

6. 
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traitees ; nous avons pour representer I'int^grale cherchee 



j5 = ax -I- v'l -h a} fir) -+■ F(«). 



Ce systeme n'est autre que celui deja obtenu au n** 9 avec le seul changement de 
y en z et de 2 en^. 

Nous aurions pu faire usage de Tequation (5) des enveloppees du deuxieme 
systeme en la combinant avec Tautre solution des lignes de courbure 

dy 

dx 

41. Deuxieme methode. — Des equations (4) et (5), nous tirons 

« 

ou, en prenant les notations du §11, 



nous en tirons 



do do 

da-'' dp- ' 

<y _. « df _ Vi-ha' 

d<x Pv'i-f-a'' dp— p* '■ 



. r . J 



a 



= o 



dad^ ' da dp pVn- «' 

En portant ces valeurs dans I'equation (7), n® 18, on obtient 

rf»F _ a dF 
da dp "~ I -ha'' dp' 

puis, en integrant deux fois cetle equation, on trouve que la proposee est repre- 
sentee par le systeme des trois equations 

\/n-a 



z=:aa:-i--5L_ j^. r\, (<x) -\- \/i -ha' ts{P), 



(3 VI -ha' Vi-»-a 



v/i -ha' 



systeme d'oii il est aise de deduire celui des deux equations du numero precedent 
par un calcul tout semblable a celui que nous avons execute au n" 23. 
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42. L'equation 



i-hp' pq 
qui vient de nous servir d'exemple, et qui nous a donne pour integrale premiere 

v/7T7;'^=zg/(7), 

pourrait etre integree completemcnt par les methodes habituelles. On pent, par 
exemple, lui appliquer les formules d'Hamilton. La presence de la fonction arbi- 
traire/fj) n'empeche pas I'integration. On trouve ainsi pour integrale compile 

aeib etant deux constantes arbitraires. 

Ce resultat etant connu, il est aise d'y arriver trfes-simplement a posteriori. En 
eiTet, I'equation d'une sphere quelconque 

{z — c)*-l- [x — ay-h (j— by= r* 

satisfait ^videmment a Tequation differentielle proposee. EfTectuons lescalculs par 
lesquels on le verifie : nous sommes conduits a ecrire les relations 

(z— c) p -h[x — a) = o^ 
[z— c)q-h{X'-l>) — o, 

d'oii 

(2 — r?)r4-i-l-/?'=o, 
(z — c)s -^ pq = 0, 

r s I 

i-^ P^~ pq~ z — c 

Or, il est evident que dans tons ces calculs une fonction arbifraire dey eut joue 
le meme role que {y — b)^. En effectuant cette substitution, nous obtenons notre 
integrale complete 

(z^cy-h{x^ay=f(x). 

Nous en deduirons Tintegrale la plus generale, par la m^thode de Lagrange, en 
regardant Tune des constantes comme une fonction arbitraire de Tautre, et pre- 
nant la derivee par rapport a celle-ci. 

Nous obtenons ainsi pour systeme integral, en remplagant/fy) par 2/(y) pour 
la commodite des calculs posterieurs, 

[z-ay-h[x-<p{a)Y = if{X), 
2 — a-l-[x — 9(a)]9'(a)=:o. 

II serait aise, d'ailleurs, de montrer la concordance qui existe entre ce systeme 
et le systeme precedemment obtenu. 
43. La forme actuelle de ces equations met en evidence un autre mode de ge* 
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neration des surfaces; c'est Tenveloppe decrite par une surface de revolution 
constante de forme qui se deplace parallelement a elle-meme de mani^re que son 
centre decrive une courbe plane quelconque situee dans un plan perpendiculaire 
a I'axe de revolution. 

Ce resultal est enonce par Monge sous la forme suivante, dans le chapitre oil il 
traite des surfaces dont les lignes de courbure de Tun des systemes sont paralleles 
a un plan donne : 

c Si, sur un cylindre a base quelconque, et dont la droite g^neratrice soil per- 
pendiculaire au plan donne, on pousse une moulure d'un profit quelconque mais 
constant et qui ceigne te cylindre parallelement a sa base, la surface de cette 
moulure sera la surface generale demandee. > 

44. Gherchons Tequation de la ligne ombilicale. L*equation differentielle de 
cette ligne est 



iH- 5^ pq 

Pour obtenir son equation en quantites finies, differentions deux fois, par rapport 
a 07 et ky, les equations du systfeme integral 

( 2 _. a )a ^. [ ^ _ cp ( « ) p = 2/( r ) , 
z — a-h[x — (p(a )]©'(«) = o. 

Nous obtenons ainsi 

( 2 — a ) p -I- [ ^ — <p ( a ) ] = o , 

(2— a)r-hn- />»—[/> -hep' (a)] ^ = o, 
(2 - «) # -l-/>j — [;> -4- <p' (a)] ~ = o, 

■ 

Iz-a) t + q'-f ir)- q -£ = 0; 

is 

tirons, des deux dernieres de ces equations, la difference -^ et egalons- 

la a o; nous trouvons pour Tequation cherchee 

I -f- ^' pq 3r 

ou, en remplagant -t- par sa valeur, 

da a 



dy I -+- <p"— ( j:— 9) 9" 

et effectuant les reductions, 

r.r(r)-^i]['-^?"--(^-9)9i/>=p-^?'(i+9'). 
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RemplaQODS eafio dans cetle equaUoD/>, q, (x — f ) par leurs vaUurs en fone- 
tion deaetde^ : 



P = 



<f'(a) 



X — <f = — ^—^ 



\/l-h(f" 
nous obtenons I'equation 

• 

cette equation, jointe k celles du syst^me integral, represente la ligne ombilicale. 
45. Gomme verification, supposons que la courbe decrite sur le plan zx, par la 
trace de Taxe de la surface generatrice, soit un cercle; I'enveloppe est elle-meme 
de revolution; on a, dans ce cas, 

a, p, r etant des constantes; on en deduit 



par consequent, Tequation de la ligne ombilicale se reduit a 

Cette ligne se compose done de parallMes de la surface. 

46. II etait aise de pai*venir directement k ce resultat. D'abord, dans une 8ttr«- 
face de revolution quelconque, si un point est un ombilic, par une raison de 
symetrie il en est de mSme tout le long du parall^le engendre par ce point. Done, 
s'il y a des lignes ombilicates, ce sont forcement des parall^les. Soient p le rayon 
d'un parallMe, R celui d'une section normale tangente a ce parallfele, R' celui d'un 
meridien a son point d'intersection avec le meme parallele, a Tangle de la nor- 
male a la surface avec I'axe de revolution. On a, en vertu du theoreme de 
Meusnier, 

p=rRsina; 

le rapport des deux courbures principales est 

L__P_. 

R'"R'sina' 
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done, etant donne un profil quelconque, on pent le faire tourner autour d'un axe 
situe dans son plan, en Teloignant de cet axe d'une quantite telle, que pour un 
point pris a Tavance on ait 

K' — R'sina" ' 

c'est-a-dire de fa<;on que cc point d^crive une ligne ombilicale. 

En nous reportant au cas que nous avons pris pour verification , Tequation du 
profil dans le plan des zy est 

(^-(3 -/*)' = 2/(7); 

on en d^duit 



sin a = "^ — : 



d'oii 



ou 









ce qui est le resultat d^ja trouve. 

47. Deuxiime exemple, — Dans I'equation 



I -f- P' DQ I -f- 0» 



P<1 

faisons 

> X^ 

(i'^p')[pq'^(i^q')]'^ {l'^q')[pq'^(l^p')]~''''' 
\\ vient, apr^s reductions, 

[pq -^ (i -^ q'')]r -^ (q^ - p^)s - [pq -^ (i ^ p^)]t z=. o. 

L'integrale generale dc eette equation du second ordre representera une classe 
de surfaces susceptibles d'avoir des lignes omhilicales reelles; toutefois, comme 
les facteurs [/>y h- (i -h y^)], [pq-^ {^ -+• p^)] s'annulent pour des valeurs reelles 
de/? et de y, il y aura lieu dc faire une petite discussion. 

L'equation des lignes dc courbure, qui dans ce cas se rediiit a 

{pq-^i-^ q')dp' -^(q^—p^) dpdq — (p^ -h n- p^)dq^ = o. 
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se decompose dans les deux suivantes : 

dp'\- dq^= o, 

[/>? -4- (1-4- q')] dp — lpq-^ii-h p^)] dq = o. 

La premiere de ces deux equations donne, par deux integrations, pour les en- 
veloppees developpables de Tun des systemes, 

p -hq — oL, 

puis 

z — ax =:: (p(2 — - ay*), 

Cette equation, pour chaque valeur de a, represente un cylindre dont les gene- 
ratrices sont paralleles a une certaine droite situee dans le plan bissecteur des 
plans ^o? eizy; autrement dit, les enveloppees principales de Tun des systemes 
sont des cylindres paralleles a un meme plan. Nous avons dompleiement etudie 
ces surfaces. 

Si Ton voulait achever le calcul avec le systeme actuel de coordonnees et par 
notre secondc methode, il faudrait integrer I'equation differentielle des envelop- 
pees du deuxieme systeme. 

Pour cela, on pent prendre pour facteur d'integrabilite 



[^.-^(p^qyy 
et Ton trouve pour Tintegrale 

E^Zl .=^, 

[2-^(p-^qyy 

48. Troisieme exemple. — Nous prendrons pour dernier exemple Tequation 

r t 

5 



i'\- P^ I -h J' 

que Ton deduit de Tequation (i), n*^ 38, en y faisant X= —X'. Son integration 
nous avait ete proposee par M. J.-A. Serret; c'est en cherchant a la trouver que 
nous avons ete conduit aux considerations qui precedent. Quant a la formation de 
I'integrale generale , nos efforts n'ont pas ete suivis de succes; mais nous sommes 
arrives a demontrer que cette integrate ne pent pas etre mise sous forme finie. 
C'est ce que nous allons etablir le plus brievement possible. 

49. En separant les deux facteurs lineaires du premier membre de I'equation 
des enveloppees principales et en integrant separement les deux equations corres^ 

jinnales scientifiqiies de Vicole Nor male supirieure. Tome HI. H 
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pondantes, nous trouvons, pour les equations differentielles du premier ordre 
des enveloppees principales des deux systemes, 



(a) {p H- V'T+^J (9 -^ v/'i'^M') = a, 

a et |3 etant des constantes arbitraires. 
50. Appliquons la seconde methode. 
On tire des equations (a) et ib) 



P = 



v/^ 



puis 



a-(3 
q = — ==; 



ffc — i aP+2 A 
rf/> I a(3 -*- I 

rfa""4 «4 ^' 






Portons ces valeurs dans Tequation 



_ d'F I dp dq _^dp dq\ dF I dp d'q dq d'p \ 
^"■rfarfpVrfa rfp rf(3 da)'^da\d^ dad^ J^ dad^J 

d¥ / d^ d'p _ dp d^q \ 

celle-ci devient, apres reductions, 

rf'F _ ! «([3'~i) rfF _ I P(g>-i) rfF _ 
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51 . Nous sommes conduits a integrer cette equatioo liueaire, qui se trouve mise 
sous la forme k laquelle la methode de Laplace est immediatement applicable; puis^ 
quand F sera connue, Tintegrale cherchee sera representee par le syst^me des trois 
equations 

flF dp dq 

da doL ^ doL 

dF dp da 

II est evident que les integrales des equations (c) et ^ — -, sont en- 
semble de forme finie ou non Bnie. 

52. Cherchons a appliquer la methode de Laplace a Tequation (cj; il faut, en 
reprenant les notations des n^' 29 et suivants» faire dans cette equation 

vix^ — l) 



2j:(xr-4- i)(x -f-j) 



Ces valeurs ontentre elles deux relations tres-remarquables; on a 






dx dy i(xx-^\Y(3;-^xY 

53. Ces relations vont nous permettre de trouver la loi de formation des termes 

J'ecris le tableau des valeurs jx^., rrir, Ir- En faisant successivement /• egal a i, 
1, 3, on a 

/ I dm\ , n dm 

. \ m dy ] m dy 

^ 1^7. dm\ , , 7,ndm 

^ ' \ m dyl m dy 

[ ^ 3 dm\ , o 3nrfm 

^ \ m dy J m dy 

Ces valeurs suivent la loi de formation exprimee par les formules 

l^r — [^r{r— i)— 3] m/i, 

mr= — [ir — \)m j- 1 

^ ' m dr 

l,:=L. ir(7.r — 3 ) mn — r jt : 

^ ' m dr 
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or, il est facile de demontrer que si ces formutes ont lieu pour une valeur de r, 
elles ont aussi lieu pour (r-h i) : done la loi est generale. 

Le nombre des termes qui entreat dans la valeur de z est done racine de 
I'equation du second degre en r 

4r(r— i) — 3 = 0, 

ou 

4/** — ir — 3 = 0; 

mais les racines de cette equation sont f et — -^. La valeur de (x^ ne pouvant jamais 
s'annuler pour une valeur entiere de r, il en resulte que Vintegrale de Vequation 

r t 

= ; ne peut pas itre mise sous forme finie, 

I -f- ^* I -4- p' ' ' •^ •' 

On peut neanmoins trouver une infinite d'integrales avec cinq constantes arbi- 
traires, et si Ton cherchait a deduire de Tune d'elles Tintegrale la plus generale 
par la methode de Lagrange, tons les efforts seraient infructueux : cela nous est 
arrive a nous-meme. C'est seulement apres une foule de tatonnements de cette 
nature que nous avons cherche a demontrer I'impossibilite de Tintegration. 

54. On trouve aisement que Tequation {p -h y i -^ p^) [q + v 1 -•- y^) = « » 
pour integrate complete 



Cette equation est une solution de Tequation differentielle donnee. En efTet, 
differentions deux fois par rapport a a; et par rapport a y, en posant, pour abreger, 



= m, on a 






zp-h(x — x.)-h mix — Xo) — o, 




zq -h X — Jo -1- m(j:— X.) 0, 




jr-i-/?* -f- I — 0, 




2 / -*- ^' -f- I ; 


on deduit de la 






r t I 




P' -4- I (7^ H- I Z 



II est facile d'ailleurs de voir que chacune des equations 

(p H- Ml -^ p^) [q -+- si I -h^O = «» 



I' t 



est une integrale particuliere du premier ordre de I'equation - 

Done toutes les surfaces developpables representees par les deux premieres 
equations satisfont a la proposee; si Ton ordonne I'equation (d) et si Ton rem place 
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z par z — Zq^ les coefficients par des constantes quelconques, les calculs de veri- 
fication qui precedent s'executent de la meme maniere, et I'equation 

j;> -i- r' -I- 2* -f- 2axjr •+- 7.bx -^icy -{- 7,dz -f- e == o 
est une integrate avec cinq constantes de I'equation 



55. Nous allons faire connaitre un autre moyen d'arriver a cette integrale, 
paree que nousaurons occasion, chemin faisant, de montrer qu'un certain systeme 
de deux equations simullanees aux derivees partielles, de forme tres-simple, que 
nous avons nous-meme rencontre plusicurs fois avec espoir de Tintegrer, n'a pas 
de systeme integral susceptible d'une forme finie, et que les moindres remarques 
sur ce genre d'equations nous semblent bonnes a noter. 

Nous avons vu qu'en chaque point des surfaces representees par Tequation 



/• / 




- — I' UU d 

I -f- //^ 1 -4- 9* 


«-P 



a et j3 ayant des valeurs determinees pour ce point. Si on connaissait la forme 
generale de a et de |3 en fonction de x et de j^ nous obtiendrions I'integrale 
generale cherchee par Tintegration simple 

z— I [pdx-v-qdy). 

Nous formerons les equations qui doivent fournir a et j3 en ecrivant que p eiq 
satisfont a Tequation differentielle donnee et i la relation -^ = -^ ; on obtient 
ainsi les deux equations 

doi da 

dx dy 



a^-¥- I 


a + P' 


dx 


dy 



a(3 -I- I a -h (3 

L'integration de ce systeme d'equations et celle de I'equation ^ = ^ ne 

sont done au fond qu'une seule et meme question. Done Timpossibilite que nous 
avons demontree pour la derniere integration a pareillement lieu pour la premiere. 
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Uoe solution particuliere de ces equations est 

(a(3H- i)^H-(a-hP)7=9(P), 

c etant une constante et y une fonction arbitraire. 
Prenons en particulier 

(a(3-+- i)^ — (a -f- ^)r = ni^ -4-/i, 

m et ^ etant des constantes. On en tire' 



d'oii 



ap — I =: 



a-p = - 



^ X — cr — n 

P^ '- , 

^ ex — y — m 

1CX — (c* -f- 1) V — en — m 
ex — r — m 

a c/ — (c* -f- I ) ^ -f- cm -h n 



c'j; — j^' — m 



Posons 



ex — y^ = Uf (fu = edx — dy\ 
X — eyr =^ y, dv = dx — cdjr. 



On a 



dz 



{u — m)dv -\- (v — n) du 

nsj — c ^[v — n)(u — m) 



et en integrant, 



-^ P— -p= v/fc— n)(a— m). 



puis elevant au carre et remplagant m et n par leurs valeurs, 

c(z — pY-^ C3'M- cr*— (c»-4- I ):Fr — (m -f- nc)x -h(n -h me)y-^- mn =r o, 

equation qui ne differe que par la forme des constantes de Tequation 

2' -f- ^' -I- r' -t- 7,axr-^ ibx -f- ley^ -\- idz -h ez=z o. 

56. Cette equation represente toules les surfaces du second ordre qui onl leurS' 
sections circulaires respeclivement paralleles au plan des zx et au plan des zy, 
Ces surfaces n'ont pas de ligne ombilicale reelle; la ligne fournie par Tequation 



n-/?» pq 
est le contour apparent de la surface par rapport au plan xy. Ce resultat n*est pas 
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etonnant; on sail, en effet, que la projection de celle ligne sert de passage entre 
les projections des lignes de courbure de Tun des systemes et celles des ligDes de 
courbure de Tautre. 

57. Bien que nous ne puissions pas trouver t'integrale generate de Tequation 

r / 



n-/?» 



r 



I'etude de cette equation elle-meme va nous fournir une propriete remarquable 

commune a toutes les surfaces qu'elle represente. On pent, en effet, mettre cette 

equation sous la forme 

rf arc tang p c/ arc tang 9 

dx dy 

SoientM un point de la surface, MX la section par un plan parallele au plan zxy 
MY la section parallele au plan zy; a, ]3 les angles respectifs des tangentes k ces 
courbes avec les axes ox et o/, p ei p' les rayons de courbure de ces courbes, 




on a 



arctang;7 = a, 
arc tangf = ^, 

dx = dscosa, 
rfj = rf5'cos(3. 

La relation precedente pent done etre mise sous la forme 



ou, en vertu des relations 



sous la forme 



da ^ rf(3 
ds cos oc rf^'cos^ 

da I rf(3 I 

ds p ds' p' 



pcosa p'cosp' 
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d'oii I'on deduit enfin 

pcosa=: p' cos(3. 

Cette equation nous indique que les deux centres de courbure o' et o" se pro- 
jettent sur Taxe des z au meme point N'^ : on deduit aisement de la que les sec- 
tions normales tangentes a MX et MY ont meme rayon de courbure; les tangentes 
aux lignes de courbure sont done les bissectrices des angles formes par les 
droites MT, MT'. Ainsi, toute surface representee par Tequation 

t t 



jouit de cette propriety : 

58. Si, en un point quelconque, on mine le plan tangent et deux plans respecti- 
i^ement paralleles a deux plans fixes, ceux-ci coupent le premier suivant deux droites 
dont les angles sont bissectes par les tangentes aux deux lignes de courbure passant 
par le point donne. 

59. Cette propriete nous fournit un nouveau moyen d'obtenir une integrale 
complete de Tequation donnee. Cherchons, pour cela, Tequalion des cones donl 
les generatrices jouissent de cette propriete. L'equation generale des cones qui 
ont le sommet pour origine est 

Tequation du plan tangent suivant une generatrice representee par 

est 

les traces du plan tangent sur les plans zy et zx et la generatrice ont respective- 
ment pour equations 

I 9'(a) 

X X -^ 

1 o (p(a) — a(p'(a) 

X X z 

1 a 9 

Pour que la generatrice soit bissectrice de Tangle de ces deux traces, tp doit satis- 
faire a Tequation 

a 4-99' i-h9'--a99' 
V^i -f-9* v'l -f- (9 — a9')^ 
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On a une solution en posant 

I H- 9' — 2^99' — a*=o; 

or, on pent la mettre sous la forme 

299' -f- aa 

r Z — fit • 

I -f- 9' -f- a' 

et Ton obtient, en integrant, 

ou, en remettant - a la place de a et - a la place de 9, 

Nous retombons ainsi sur I'^quation d^ja trouvee. 

60. La propriety qui vient de nous servir pent encore etre ^noncee d'une autre 

manifere qui a son interet. 

L'^quation 

pcosa = p'cosp 

nous apprend que les centres de courbure des sections MX et MY, respectivement 
paralleles aux plans za: et zy^ sont situes dans un meme plan perpendiculaire a 
I'axe des z; done : 

61 . Dans toutes les surfaces dont il s'agitj si I' on mine par un point M deux plans 
respectivement paralUles a deux plans fixes y les cercles osculateurs au point M des 
sections ainsi determinies se coupent en un second point situi sur V intersection des 
deux plans. 

Sous cette forme, nous apercevons immediatement que les surfaces du second 
ordre, admettant deux series de sections circulaires paralleles, jouissent de cette 
derniere propriety. 

Dans les surfaces du second ordre, on sait que si Ton mene un plan secant quel-^ 
conque, puis un plan parallfele a celui-ci et tangent en M, les axes de la section 
sont paralleles aux tangentes des lignes de courbure qui passent par le point M; 
nous pouvons done ^noncer ce tbeoreme rencontre par Ollivier dans ses re- 
cherches : 

62. 5/, dans une surface du second ordre^ on mine par le centre un plan quel-- 
conque^ les axes de la section sont les bissectrices de V angle forme par les traces du 
plan secant sur les plans des sections circulaires. 

Tout ce qui pr^c^de ayant pour point de depart la recherche des ombilics, nous 
avons suppose jusqu'ici que les plans zx et zjr sont rectangulaires; mais les trois 
derni^res proprietes n'exigent pas cette condition; elles sont completement gene-^ 
rales. 

Annates scientifiques de ttcole Normale siiperieure. Tome III. 8 
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INTRODUCTION. 

On connait depuis longtemps Tequation difT^rentielle du mouvement vibratoire 
des membranes elastiques; c'est Poisson qui Fa donnee pour la premiere fois dans 
son Memoire sur Tequilibre et le mouvement des corps elastiques* lu h I'Aca- 
d^mie te i4 avril i8!i8, et insert dans le tome YIII des Mdmoires de Vimtitut. 
M. Lame» par une marche plus simple, est arrive au m^me resuttat dans ses Lefons 
sur r elasticity. 

L'integration de cette equation aux derivees partielles a et6 effectu^e pour 
divers cas particuliers interessants. Poisson avait indiqu6 la marche h suivre quand 
la membrane est rectangulaire; M. Lame a compl^^ cette ^tude, et il a fait con- 
naitre la succession des sons que pent rendre une membrane carree, ainsi que 
les figures nodales correspondantes. On trouve encore dans son ouvrage le cas des 
membranes triangulaires equilat^rales traite par une m^thode Elegante qu'il avait 
deja employee pour la solution d'un problfeme sur la chaleur, relatif au prisme 
triangulaire {*). Poisson s'est occupe des membranes circulaires, mais il n'a pris 
qu'un cas particulier, celui dans lequel les points de la membrane ^galement 
eloignes du centre ont le m6me mouvement; en d'autres termes» il a cherch^ les 
divers sons qu'une membrane circulaire pent rendre quand elle se divise en cercles 
nodaux concentriques. Son analyse permet de trouver non-seulement le rapport 



(•) Journal de i'^coie Pofytechnique , t. XIV. 

8, 




56 Bl^MOlRE SUR LE MOUVEMENT VIBRATOIRE 

des uombres de vibrations qui correspondent a deux nombres donnes de cercles 
nodaux, mais encore les rayons de ces cercles. 

Tels sont, a ma connaissance, les divers travaux d'analyse connus sur le mou- 
vement vibratoire des membranes. 

Des travaux d*un ordre purement experimental ont ete faits sur le meme sujet 
par Savart (*). Get habile physicien crut s'apercevoir que ces corps peuyent vibrer 
a Tunisson d'un son quelconque, et que, de plus, on pent passer d^une figure 
nodale a une autre par une suite continue de deformations naissant de variations 
continues dans la hauteur du son. Ces resultats sont en contradiction complete 
avec ceux de la theorie mathematique. Nous avons, M. Felix Bernard et moi, 
montre, par une serie d'experiences faciles a rep6ter (**), que les lois enon- 
cees par Savart sont erronees, et nous avons meme pu decouvrir la cause de ses 
erreurs. Nous avons en outre compare avec soin la theorie et I'experience dans le 
cas des membranes carrees. Cette etude nous a demontr^ que les lignes nodales se 
succedent bien dans Fordre assigne par le calcul avec les formes generales qu'elles 
doivent presenter. Toutefois, deux perturbations importantes se manifestent con- 
stamment : 

i"" Les figures nodales sont generalement un pen deformees aux points d'in- 
tersection des lignes droites ou courbes qui les determinent. 

a" Deux figures nodales qui devraient se produire a un intervalle musical 
determine sont separees par un intervalle toujours plus grand. 

Les lois de ces perturbations sont compliquees; il importe cependant de les 
connaitre, d'en assigner les causes et Tetendue, pour juger de la valeur des bases 
de la theorie de Telasticite et de I'approximation qu'elle pent foyrnir dans Tetude 
des lois des pheuomenes physiques qui s'y rattachent. Or les cadres des mem- 
branes carrees offrent dans les angles des points singuliers qui nous paraissent 
s'opposer a peu pres inevitablement a I'etablissement d'une tension uniforme 
exigee par la theorie; les membranes circulaires nous semblent plus susceptibles 
de remplir cette condition, et de donner la clef des anomalies signalees plus haut. 
La necessite d'avoir, avant toute ^tude experimentale, les lois mathematiques du 
mouvement vibratoire de ces corps a ete Torigine du present travail. 

J'ai repris la solution du probleme aborde par Poisson, mais je Tai traite dans 
toute sa generalite. Je me suis propose de trouver toutes les figures nodales d'une 
membrane circulaire en mouvement vibratoire et tons les sons correspondants. 
Les resultats g^neraux de mon analyse peuvent s'enoncer ainsi : 

i^ Les lignes nodales d'une membrane circulaire uniformement tendue ne 



(*) A/males de Cltimic ct de Physique^ a* s^rie, t. XXXII. 
( ** ) Annales de Chimic et de Physique ^ 3' s6rie, t. LX. 
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peuveDt etre que des cercles concentriques, des diametres equidistants ou des 
combinaisons de cercles et de diametres. 

2? ChacuD de ces modes de division correspond k un son determine diflferent. 

3** Les divers sons possibles d'une membrane circulaire forment une serie tres- 
compliquee, a partir du son le plus bas qui correspond au cas ou la j|^mbrane 
vibre en totality. Les nombres des vibrations de ces sons sont tous incMimensu- 
rables. 

La diflficulte principale du probleme que j*ai resolu consiste dans le calcul des 
sons possibles de la membrane et des rayons des cercles nodaux correspondants; 
car ils dependent d'une equation transcendante compliquee, et ce calcul doit etre 
fait pour un grand nombre de sons et de figures, si Ton veut plus tard proceder 
a une verification experimentale. Je suis parvenu a le rendre simple et facile a 
Taide de quelques artifices d'analyse analogues k ceux que Ton emploie en Meca- 
nique celeste pour revaluation des transcendantes de Bessel, et les physiciens 
trouveront a la fin de mon Memoire des tableaux numeriques etendus resumant 
les lois theoriques du ph^nomene. Je me suis borne a trois ou quatre figures dans 
revaluation des nombres de vibrations; c'est une limite d'approximation superieure 
a celle que I'oreille pent atteindre dans revaluation du ton. Les rayons des cercles 
nodaux sont encore moins approches, puisque I'emploi du sable pour la determi- 
nation de ces figures ne permet pas une mesure plus exacte. 



ANALYSE. 
§ P'. — Equation differ entielle . Solutions simples particulieres . 

1. L*equation differentielle du mouvement vibratoire d'une membrane elas- 
tique est 

dans laquelle 

w designe Tecart infiniment petit d'un point quelconque de la membrane, per- 

pendiculairement a la surface supposee primitivement plane; 
a;,y les coordonn6es d'un point quelconque; 
t le temps; 

c^ une constante egale a~? F etant la force constanle de traction qui s'exerce 

(*) Lccons sur relasticitCy par M. Lamb, p. 11 5. 
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sur tous les points de contour normalement k la courbe qu'il forme, p desi- 
gnant la masse de Tunite de volume du corps homogfene qui constitue la mem- 
brane. 

2. Cette Equation se prSte k Tetude du mouvement vibratoire des membranes 
rectangiibires; mais i1 convient, pour I'etude des membranes circulaires> de la 
transformer en coordonnees polaires. 

Nous prendrons pour origine fixe le centre de la membrane au repos; tragoiis 
par ce point deux axes rectangulaires; designons par ret les coordonnees polaires 
du point (^»7)> nous aurons 

j:=rcos9, j^=rsin6, 

et les regies g^nerales du changement de variables nous conduiront sans peine a 
r^quation difr(§rentielle 

d^w /rf'iv I dw I d'«'\ 

C'est Tequation k integrer. 
Poisson se borne ^ considerer Tequation 

d^w ,/^***' ' d^\ 

il suppose done 

76^ = ^ 

pendant tout le mouvement : c*est qu'en effet il se borne au cas ou w est le meme 
pour tons les points 6galement distants de Torigine, par consequent au cas oil w 
ne depend que de t et r. 

3. La fonction inconnue w de /, r, Q ne doit pas seulement satisfaire a Tequa- 
tion differentielle (2)9 il faut encore qu'elle satisfasse aux conditions aux limites 
et aux conditions initiaies. 

Nous supposerons que la membrane est terminee par un contour fixe de rayon 
unite; les conditions aux limites sont done que Ton ait (v = o, quel que soit t 
lorsque r= i. 

Nous supposerons la membrane placee au-dessus d'un tuyau ouvert en vibration : 
I'air vient frapper la surface en repos et imprime a chacun des points une vitesse 
particuliere et generalement variable d'un point k Tautre. Les conditions initiaies 
sont done que pour ^ = o on ait 



iVi 



= 0, (^)=F(r.e). 



F (r, 6) designant une fonction arbitrairement donnee. 
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4. InUgration de I'iquaUon par sohuions parUcuU^res. — On peut satisfaire a 
I'equation (2) en posant 

(3) (v = TR0, 

T dtant fonctioQ de t seulement, R de r, 6 de d; ii sufftt que ces fonctions soient 
des integrates des equations differentielles ordinaires 

(4) ■ - - 

(5) ^H-n'0 = o. 



dp 


-1- q-c- 1 


rf>0 


-\-n*Q-. 


rf»R 
dr* 


I </R 
r rfr 



y' et n? sont deux constantes arbitraires; mais il faut : 

i^ Que 6 redevienne le mSme lorsque B croit de an; done n^ doit Mre le carre 
d'un nombre entier, que nous supposerons positif ; 

2? Que T soil periodique avee le temps et ne croisse pas indefiniment avec lui; 
q^ est done une constante positive ; 

3® Que R = o lorsque r = i , ce qui lie 9 k n; 

4^ Que Tetat initial auquel repond cette solution soit un cas particulier de I'etat 

initial general; il faut done que T = o lorsque / = o; et que -j-* qui est propor- 

tionnel k la Titesse -^9 acquire une valeur determin^e dans la mSme hypothese. 

Dans ces conditions, la solution (3) represente un mouvement vibratoire pos- 
Mble de la membrane, r^pondant k un 6tat initial particulier qu'elle pourrait avoir 
recu ; nous demontrerons plus loin que le mouvement vibratoire le plus general 
peut etre regarde comme resultant de la superposition d'une infinite de mouve- 
ments vibratoires simples de la forme (3); il nous suffit done d'^tudier les pro- 
prietes de ce dernier; c'est ce que nous aliens faire en detail. 

5. Intigration de Viquadon (4)- — L'equation (4) a pour integrale generate 

T = A cos gc/ 4- B sin qct^ 

A et B designant deux constantes arbitraires; mais, d'apres ce qui a hik dit dans 
le paragraphe precedent, on doit supposer A = o et prendre simplement 

(7) T = Bsin}c/. 

B etant une constante arbitraire, on peut ne donner k q que des valours positives, 
sans diminuer la generality de la solution. 
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6. Integration deV equation (5). — L'integrale geDerale de TequatioD (5) est 

= M cos/16 -hNsinnfl, 

daus laquelie M et N designent deux constantes arbitraires et n un nombre entier 
toujours positif, parce qu'il est inutile de le supposer negatif pour la g^neralite 
de la solution. Ce nombre devra recevoir successivement les valeurs de la s^rie 

7. Integration de Vdquation (6). — Pour integrer I'equation 

on pent suivre deux methodes^ que nous allons exposer successivement. 

Integration par series. — Cherchons k satisfaire k I'equation (6) par la formule 

R=:Ar«-*-Bri^-*-Cry-f-..., 

A, B, C,... 6tant des coefficients constants et a, jS, 7, ... des exposants croissants 
differents. II faut que Ton ait, quel que soit r, I'identite 

Or, I'exposant a— 2 etant le plus petit de la serie, le terme qui lui correspond 
ne pent se reduire avec aucun autre et doit disparaitre de lui-meme; done 

Les deux exposants les plus faibles qui viennent ensuite sont |3 — 2 et a; ils 
doivent Stre egaux entre eux, sans quoi A serait nul ou bien j3 egal a a, hypo- 
theses contraires k celles que nous avons faites au debut. On a done 

P — 2 = a, 

et par suite 

Ge raisonnement connu pent se continuer indefiniment, et Ton arrive a la serie 
des egalites suivantes, 

a^— /i*=o, 

y — a = j3, (y' — /i') C -f- q'B = o, 
5 — 2 = y, (6' — n»)D-*-9*C = o, 



pour determiner les constantes a, /3, 7,..., A, B, C,.... 
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On tire de ces equations : 



a = rtii, 



©• 



B = - r^r^ A, 

(iitn).i 



{ir 



(i±n)(2±:n).i.2 ' 



(i)' 



^^ (i±B)(a±:n)(3±n)i.2.3^ 

La coDStante A reste arbitraire. Les signes superiears se correspondent tous 
dans les diverses formules; il en est de meme des inferieurs. Nous voyons par la 
que I'equation differentielle (6) est satisfaite par chacune des solutions particu- 
liferes : 



(7) R=:Ar' 



r, (^0" , (?)' 1 

L i.(n-f-i) I.2(/H- l)(lH-2) * J' 



(8) 



L i.(/i~i) i.2(n — i)(n — 



2) 



La seconde, devenant infinie pour r = o, ne convient pas au probleme de phy- 
sique qui nous occupe; en d'autres termes, comme R est toujours fini, il faut sup- 
poser A| = o, et Ton doit prendre uniquement 

(9) RmAr'U, 

en posant 



(10) U = i- 



I.{ll-hl) I.2.(/H-l)(ll -»- 2) 



• • • • 



Integration par intj^grale di^finie. — Nous pouvons exprimer U par une inte- 
grale definie» et par suite transformer Tint^grale R (9) en une autre de forme finie. 
On a generalement 

, . a'cosct) a* cos* 01 

cos ( a coso) ) = I h =—7 — . . . ; 

1.2 1.2.3.4 

multiplionfi les deux nombres par 

j4nnale$ ncUntifiques de I'icole Normale superieure. Tome III. Q 
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et integroDS de o a tt, il viendra 

sin*'&)COS(acos(a) rf(a= / sin^'wrfw I sin«"wcos*G)rfw 



1.2.3.4 Jo 



sin^w cos*o> rfo) — . . . . 



Or, la premiere des integrales du second membre peut facilement s'evaluer, et 
ies autres s'y ramenent au moyen de rintegration par parties; on trouve 



f C" -^ ^ 1. 3.5... (in — i) 

I,. ^ I sin*'w ao) = rir ^> 

Jq 2 . 4- • o . . • 2 n 

sin^'w cos*w rfw = Im9 

o 2n-f-2 

Jf Jf 1.3 
' Sin*"W C0S*&) rfw = 7 ; r^T —-,-. luy 
(2n-f-2)(2n-h4) 

Jr'' 1.3.5 

o 



1 .3.5 

(2/i-h2)(2n-+-4)(2'» -J-6) 



par consequent, 



/•''.,. , ,. 1.3.5... 2/1— I fa*' « «-3 1 

/ sin"'wcos(acos(k))rfw = rir ^^ M 1 5~/- ; ; — r? — ;-/V I 

Jq 2.4.0...2n L 1.2 2/l-}-2 1.2.3.4 (2/l-}-2)<2/l-}-4) J 



ou bien, en simplifiant, 



r ' .n / .^ 1.3.5. ..{2/1-1) \l) \l) 

I sin*"w cos (a cosw) aw r- -—-i ^ ;: I i -^ . h — ^— f-^ . . . 

Jq 2.4.0. ..2/1 L l(/H-l) I.2(/l 4-l)(/l -h 2] 

Si dans cette expression nous remplagons a par qr, nous en tirons, sous forme 
d'integrale defmie, la valeur de la serie U (10) 

/ X IT 2.4.6. . .2/1 I /•'' . , , , , 

(11) U— — — ^ ■ ■ — -- / sin*"wcos(6frcosw)aw. 

1.3.5. . .(2/1 — l) TT Jo ^^ ' 

D'apres cette dernifere formule, Tint^grale {9) sc presente sous forme 6nie. 

8. IntSgmle particuliere. — Si maintenant, k Taide des valeurs trouvees pour 
T, 6, R, nous voulons former la fonction integrale (3) que nous cherchons, nous 
trouverons 

{11) «/-r"U,(H cos/10 'hKsinn6)s\nqct. 

Nous avons affecte U d'un indice, parce qu'il varie avec ii. 
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Les seules constantes arbitraires soDt maintenant H et K. Nous rappelons que 
cette integrale particuliere est une integrate complete pour le cas oil la vitesse 
initiale de chacun des points serait donnee par la formule particuliere 

(-^j =gcr»U,(HcosnG4-Ksin;i0), 

ce qui peut etre. 

9. Liaison entre q et n. — Nous avons dit que ces deux constantes sont fonc- 
tions Tune de I'autre, par suite de la condition que w soit nul, quel que soit /, 
lorsque r = i . 

Pour trouver la relation qui lie ces deux quantites, il suffit d'egaler U = o, 
apres avoir fait r= i ; on obtient I'^quation transcendante 

11)' (ay 

(.3) o=,- ^^^ •• ^^' 



l(n-4-l) I.2(/l -f- l)(/l -h 2) 

Pour chaque valeur de n, cette equation donne une infinite de valeurs de q 
formant le tableau theorique survant : 



(i4) 



^1" 


gi" 


q'r.-.q':' 


pour n 0, 


q'r 


q'r 


g<"..<7'." 


pour n — I , 


9V' 


9'"' 


<?i'^..<7i" 


pour n 2, 


• • • • 


?r^ 


* 


pour n quelconque, 



Chacune de ces valeurs de q^ unie a la valeur de n correspondante, fournit une 
solution particuliere de la forme (12); nous pouvons les distinguer entre elles par 
des indices et representer par u^^^ la solution qui correspond k q^^^; oous aurons, 
en consequencet 

(i5) o^'^rr r"U^'^ fH^'^cosne -h K^'^sirtfll sln^'^r/. 

Les diverses solutions particulieres s'obtiendront en faisant varier n depuis 
o jusqu'a 00 et 5 depuis 1 jusqu'a 00 . 

§ II. — Lois des mouuements vihratoires simples. 

10. Sons possibles de la membrane. — Si nous nous reportons a la formule (12) 
ou k la formule (i5), nous voyons que le mouvement simple correspondant a un 
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couple de valeurs de n et Ab s est periodique; le temps de la periode est 



6 = — •, 
qc 

le nombre des vibrations par seconde, qui mesure la hauteur du son, est done 

X = — a. 

Ainsiy la constante q mesure la hauteur du son du mowement vibratoire simple 
auquel elle correspond. 

Pour classer tous les sons possibles de la membrane, il suffit done de nommer ut 
le son le plus bas que la membrane pent rendre, et qui correspond a ^^\ puis de 
prendre les rapports des autres valeurs de 9 k celle-lk. On pourra alors classer 
faeilement les nouveaux sons dans Fechelle musicale. 

11. lAgnes nodales correspondantes aux divers sons. — Les racines de I'^qua- 
tion (i3) sont toutes distinctes, comme nous le demontrerons plus loin; il n'existe 
done pas deux mouvements simples differents donnant le mSme son. Gela pose, 
nous trouverons la figure nodale affectee par la membrane dans un de ses mouve- 
ments simples, en cherchant toutes les fonctions de r et de d qui annulent i^, quel 
que soit /. Nous obtenons les equations : 

(16) r"=:o, 

(17) U,= o, 

(18) Hcosne-f-Ksinne = o. 

La premiere donne r = o, si /i est different de zero; ainsi, dans ce eas, le centre 
de la membrane est toujours un point nodal. Si /i =: o, la figure nodale est donnee 
par les equations (17) et (18) seules. 

L' equation (17) conduit k une serie de valeurs de r, differentes de zero, qui 
donnent une serie de cercles concentriques nodaux. II faut remarquer que U„ = o 
a une infinite de racines, et qu*en posant qr^ a elle donne 



(19) 0=1- 



(f)' , it)- 



i.(n-*-i) i.2(ii-}-i)(n-h2) 



equation identique a Tequation (i3). 



= 1 — 



'. "T" . . 



i.(n -hi) i.2(n -l-i)(n -+- 2) 
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qui a servi a determiner les diverses valeurs de q. Supposons maintenant qu'ayant 
choisi une valeur pour /i, nous ayons pris dans w une des valeurs de q correspon- 
dantesy soit ^L'^; en resolvant I'equation (19) en a» nous trouverons 






9n » <*»— ?« ' *»— 9n »•••» *« = ?n >••• 



Pour en d^duire les valeurs de r qui determinent les divers cercles nodaux, 
nous poserons q^^^r egal successivement aux diverses racines a pr^cedentes, et 
comme r est toujours inferieur k I'unite, la serie de nos rayons sera limitee aux 
suivants : 

^(0 ^<0 (s) (,) 

Le dernier rayon r, est precisement celui de la membrane; il fait evidemment 
partie de la serie des rayons des cercles nodaux. De cette analyse resulle la pro- 
position suivante : 

Quelle que soit la valeur de n adoptee, si Von prend la y'**~ valeur de q corresponr- 
dante^ le nombre des cercles nodaux relatif a ce son sera 5, en y comprenant le 
cerele formd par le cadre. 

Enfin Tequation (18), en 9 seulement, pent se mettre sous la forme 

H 

lang nfi = — |r = const. 

Designons par f le plus petit des angles positifs ayant — ^ pour tangente, nous 
aurons pour determiner les lignes nodales resultant de Tequation pricedente 

J d6signant un nombre entier positif qui pent 6tre z6ro. Cette equation determine 
les rayons equidistants : 

««^, = ? -h- -h7r=0,-4-7r, 
n n 

n n 



n n n n 



9, 


3^2 


n 


1 


e. 




1 


+ 5, 






n 


n 


6, 


„_„ 


9 




• • • 


• • 


n 


n 

1 • • • « • 
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Ges rayons sont au nombre de an et peuveDt Stre regard^s comme n diametres 
equidistaat$ dans ]eur ensemble. Dans le cas oil n = o, cet ensemble de Kgnes 
noddies disparait, il ne reste que les cercles eoncentriques. 

En resume, les lignes noddies correspondanles aux mouvements simples ddfinis 
par V equation [ii) sont, ou des cercles eoncentriques^ ou des diametres iquidistarUs , 
ou des combinaisons de cercles et de diametres ; chacune de ces figures est inde- 
formahle. 

12. Aemarque. — Si pour deux valeurs de n differentes, on avail deux valeurs 
egales de q, la iigne nodale du son correspondant ne serait plus unique : elle 
pourrait prendre, par des deformations successives et continues, une infinite de 
formes. En effet, cette Iigne nodale serait, en general, 

o = r^U„(H cos/10 -I- K sin /lO) -f- r"'U«/(H'cos/i'e -I- K'sin/i'0), 

puisque deux mouvements simples pourraient se produire simultanement et donner 
le meme son. Si en vertu de I'etat ioitial les coefficients H' et R' sont uuls, on 
retombe sur une figure composee de cercles et de diametres; il en est de meme 
si H et R sont nuls; dans le cas oil les deux termes subsistent a la fois, la figure 
nodale a une forme tres-complexe et variable avec les rapports des constantes H, 
R, H', R', qui sont determinees par Tetat initial. 

Nous verrons que les nombres q sont tons differents; par suite, la circonstance 
que nous signalons ne se presente pas mathdmatiquement parlant. Cependant deux 
valeurs de q, tres-voisines, doivent etre regardees. comme physiquement egales, 
parce que, d'apres nos experiences, les membranes se mettent a I'unisson de sons 
voisins de ceux qu'elles peuvent rendre. Par Ik s'explique eomoftent on obtie&l, sur 
les membranes circulaires, des figures autres que des cercles et des diametres. 
Toutefois , si la theorie mathematique est exacte, ces figures etrangeres doivent 
manquer de neltete, dans le plus grand nombre des cas. 

§ III. — Mouvement vibratoire general. 

t3. Relation entre deux integrates de liquation (6). — Considerons deux va- 
leurs de q differentes correspondantes k une meme valeur de n, nous aurons les 
deux identites 

rf'R I rfR / , n^\^ 



-{ 

(ir^ r dr 



:-.f,..-i') «--.«, 
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en Dommant R et R' les deux fonctions R correspondantes. Nous en deduisons 
Multiplions par rdr et integrons de o a i , il viendra 

Integrons par parties dans le premier terme, nous trouverons 

[«-«f>];-r {■""-«">'• 

. ou 
done on a 

(20) / RR'rrfmro, 

Jo 

relation caracteristique remarquable k laquelle noua voulions arriver. 

14. Formation de VinUgraie gdndraie par une somme d'integrales particuUeres, 
— Nous avons vu que la formule (i5) 

^C) ^ ji(') ThW cosnO-h Ki'^ sin n O] sin q^'^ ct 

nous donne un des mouvements vibratoires possibles dc la membrane. Faisons 
varier n de o k oo et 5 de i a co ; ajoutons toutes les solutions correspondantes, 
nous aurons une nouvelle solution se rapportant k un etat initial tres-complexe ; 
nous allons d6montrer que les diverses constantes H et K peuvent etre choisies de 
maniere que T^tat initial donne soit identique k celui que foumit la s^rie, quand 
on y fait t = o.l\ suffit pour cela de demontrer qu'on pent avoir I'identite 



00 oo 



F(r,e) =2^2y:'<?Rl''[Hi"cosne + K«sinneJ, 



I o 



F(r,d) designant une fonction arbitraire qui donne en chaque point la vitesse 
initiale. 

Or, multiplions les deux membres par K^^^cosnOdrdd, et integrons pour 6 
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de o a 271^ pour r de o k i, nous aurons simplement 



f '^ r'F(r,e)R^'Vcosiierfedr==}^'^C7rH^'^ r' [Rl'^y^^^ 



(') 



car : i^ le multiplicateur de Kj est nul, parce que 

cosn6sinn6£/6 = o; 
o 

2^ le multiplicateur de ^P est nul, parce que 



Jo 



3° celui de kI'^ est nul pour la meme raison; 4*^ le multiplicateur de h1'^ est nul, 
parce que 

J /••in 
' cosnecosn'erfS = o; 
o 



5** celui de K^^? est nul, parce que 



X 



sinn'd cosnd^6 =0. 
o 



Nous verrions de meme qu'en multipliant les deux membres par Ri'^sinnfidlrrfS, 
et integrant entre les memos limites, on aurait 

r^" rF(r,e)Ri'Vsiniierfrrfe = j^'^C7r Ki'^ /^'[R^'^prrfr. 

«/o «/o Jo 

Supprimons maintenant les indices, et designons par q Tune quelconque des 
racines de Tequation (i3) correspondante k la valour choisie pour n; les coefficients 
H et R, qui determinent I'amplitude du mouvement vibratoire simple relatif a ce 
groupe, seront donnes par les formules 



I ¥ {r,e)Kr COS nOdedr 

f \ u Jo 

(21) H= 






o 



•/o 



f "" f F{r,0)Rrsinnerf0rfr 

f X , I Jo Jo 

(22) K = 



rdr 



x- 
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Les elements de Tintegrale denominateur sont tous positifs; quelques-uns sont 
nuls, parce que R s'annule entre o et i pour certaines valeurs dcterminees de r; 
mais la somme de ceux qui subsistent donne n^cessairement un resultat positif 
different de zero. 

Les formules (ai) et (22) demontrent que Tetat vibratoire le plus general que 
puisse prendre une membrane k la suite d'un etat initial quelconque pent etre 
regarde comme resultant de la coexistence d'une infinite de mouvements simples 
a amplitudes diverses determinees par Tetat initial donne. Ghacun de ces mou- 
vements simples correspond a un son particulier, dont la hauteur est donnee par q 
et dont rintensite est liee aux constantes H et R. Nous entendrions done en gene- 
ral une infinite de sons, si la membrane du tympan pouvait vibrer en meme temps 
a I'unisson de tous; mais, comme toute autre membrane, elle doit avoir des harmo- 
niques formant une serie speciale a intervalles determines. En general, elle doit 
se placer instinctivement dans I'etat de tension qui convient a la perception du 
son le plus intense; une fois cette tension acquise, les autres sons seront pergus, 
s'ils se trouvent dans la serie de ses propres harmoniques et si leur intensite n'est 
pas masquee par celle du premier. 

L'experience d^montre que Tintensite des sons rendus par une membrane est 
toujours assez faible, et que Ton n'entend bien distinctement qu'un son. Le plus 
souvent, c'est le meme que celui du tuyau qui sert a la mettre en vibration; quel- 
quefois, c'est un son different. Quand on frappe une membrane a Taide d'un 
petit marteau de liege, on entend seulement le son fondamental, si la membrane 
a de petites dimensions; mais si la membrane est grande, on pergoit en meme 
temps, quoique un peu confusement, une foule d'harmoniques, comme la theorie 
I'indique. 

§ IV. — Calcul numerique des sons et des rayons des cercles noddux, 

15. Relation entre trois U consecutifs. — Nous avons vu (9) que pour former la 
liste des sons possibles de la membrane il faut resoudre I'equation 



(?)' . ©■ 



Ua = I ; : H -. ,, : — . . . = O. 

l(/l-f-l) I.2.(n-»- l)(/l -h 2) 

Un des moyens les plus simples pour effectuer cette resolution consisle a sub- 
stituer a q des nombres equidistants et a calculer les valeurs correspondantes 
de U„; on separe ainsi les racines, et on en obtient des valeurs approchees par 
une construction graphique. Si ce travail a ete fait pour /i = o et n = i, on pent 
en deduire les tableaux des valeurs que prennent Uj, Uj, U*, . . . pour les memes 

Jnnales seientifiques de FEcoU Nor male superieure. Tome HI. lO 
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valeurs de ^^ au moyen d'une relation qui lie les Irois fonclions U„-,, U„, U„+, 
pour la meme valeur de la variable q. 
Nous avons Irouve (7) 

_, 2.4-6... an * r'' • f. / \^ 

U.^i: ~ — ; :- I sin**« cos( g cos« ) tt w. 

i.a.3...(2n-f- i)7r Jo 

en taisant r = i . En appliquant au second meinbre Tintegration par parties, nous 
obtenons 

-, a.4-6-- ^n I r X r^ . «_, / \^ 

lj«— — -— r7 — - — (^'»— / sin"-*6)COs(geosw)rtG) 

I .3.5. . .(7./1 — I) TT L Jo 

' sin'" w cos ( q coso) ) dh^ 



9 I sin*"wcoswsin(gcoso))rfo) I- 

A la derniere integrate du second membre appliquons encore Tintegration par 
parties en regardant les deux premiers facteurs comme une differentielle exactc, 
nous aurons 

-. 2.4. ..2/1 I r X C^ * . . i X J 

U«= — ^— -^ : - (211— 1) I sin'"-'«cos(flfCOsa))aw 

i.3...(2/i— i)7rL Vo 

— (2/1—1) / sin'"ci)COs(9COseo)i/r>) 

H ^ — / sin'"^*wcos(ocosw)d&>|- 

2/n-iJo J 

De Ik on tire sans peine 



ou bien, en posant x = \^\ y 

II est facile de trouver aussi une expression simple de la deriv^e de U„ par rap- 
port k q. En effet, on a d'abord 



rfU. 
dq 



2.4. 6... 211 I r . • . / 1 ^ 

= 5-^^ — 7 :- f sm'"(kism(acosri))cos(ii>a(i), 

1 .3. 5. ..(2/1— i) Ti J y^ ' 
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puis rintegration par parties donne 

(25) ^ = __L_u,^.. 

De TequatioD (^3) on conclut que si deux U consecutifs, Un, U^^it s'aunulent 
pour la meme valeur ol de q^ tous les suivants s'annulent pour la meme valeur 
de q. D'un autre cote, si nous differentions les deux membres de Tequation (^S) 
par rapport a q^ nous voyons que les d^rivees successives de U« s'expriment en 
fonction lineaire de U,^^.l> U^-^a, Um4.s». • . • 

Cela pose, il nous est facile de demontrer le theoreme suivant, sur lequel nous 
nous sommes appuye au n^ 12. 

THEORi:ME. — Viquation (i 3) U„ = o na pas de racines dgales; il riy a pas deux 
fibres nodales differentes qui correspondent au m6me son. 

En effet, admettons que Ui, = o ait deux racines egales a a; ce nombre, annu- 

lant -^9 annulerait aussi Mn-^h- Mais alors, en vertu de T^quation (23), cette 
valeur a de ^ annulerait la serie indefinie des fonctions 

par consequent, en vertu de I'equation (ta5), la serie des derivees-^-^* -^-j-"» •••• 

II r^sulterait de ce fait et du theoreme de Maclaurin que U« serait identiquement 
nul, quel que fut q^ ce qui est absurde. Done enfin U„ = o n'a pas de racines 
egales. 

17. Aquation diffdrentielle du second ordre a laqueUe l}„ satis/ait. — De I'equa- 
tion (25) nous tirons 

d^ __ q' r. I n 

dq' ""(2/n-2)(2/n-4)^"-*"' 2/1 -f-a^*^'' 

remplaQons U«+2 par sa valeur tiree de la relation generale (23) et U;,^.! par sa 
valeur tiree de la relation (25), nous obtiendrons, apres quelques reductions 
faciles, 

aq* q dq 

Nous pourrions tirer encore cette relation de la valeur ineine de U„ exprimee en 
integrale definie (7). 

Nous pouvons imaginer que Ton prenne les derivees successives des deux mem- 
bres de I'equation (26), et nous voyons alors que si pour une valeur a de q, U« et 

10. 
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—r^ etaient nuls, toutes les derivees successives le seraient aussi. Nous retombons 

^^ 

par consequent sur les conclusions du paragraphe precedent. 

Si nous posons 
Tequation (26) devient 

equation plus simple et identique a celle que Sturm traite k la page 174 de son 
Memoire sur les equations differentielles du second ordre [Journal de MathSma" 
tiques pures et appliqudeSy t. I). 

En nous rapportant aux conclusions de Sturm, nous ponvons done dire imme- 
diatement : 

I" Si /I = o, V et par suite U s'evanouissent pour une infinite de valeurs de y, 
(lont les differences consecutives vont en augmentant et convergent rapidement 
vers la limite tt, sans pouvoir la depasser; de plus on a pour la difference d entre 
deux racines consecutives 



3 = 



\/ 



1 

I -f- 



4i^^ 



JUL etant un nombre compris entre les deux racines. 

2® Si n est different de zero, V et U s'evanouissent encore pour une infinite de 
valeurs de q, dont les differences diminuent continuellement et tendent vers la 
constante n, qu'elles surpassent toujours; on a de plus 



i= 



v/ 



4/i» — I 
I — 



4^^ 



Ces relations permettent de calculer tres-rapidement les racines de I'equa- 
tion (i3), quand on a obtenu les plus faibles. Consid^rons, par exemple, le cas 
de /I = o traite par Poisson. Nous trouvons k la page 522 des Memoires de iln- 
stitut, t. VIII, que les deux premieres racines sont 

qx =. 2, 4047, Qi— 5,5225; 

done la suivante sera 

7: 



^3 = 5,5275 



I 

i-f- 



V • ' 4a' 

fxest un nombre inconnu compris entre ^2 el y, , plus grand que 5 par consequent 
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Prenons d'abord n pour copreciion, et par suite 8,6640 pour q^; nous aurons une 
valeur approchee de jx, en prenant la moyenne des deux nombres 5,5225 et 8,664o: 
cette moyenne est 7,093; substituee dans q^j elle nous conduit a 

g^ = 5,5225 -^- 3, i353 = 8,6578. 

Nous trouverons par une autre voie y, = 8,655, resultat peu different. 

La difference J peut, a plus forte raison, etre regardee comme egale a rr, a 
partir de q^; par consequent il est tres-facile de trouver les diverses racines de 
Teqiiation U = o quand on connait les deux ou trois plus faibles. 

17. Integration de V Equation diJjferentieUe qui donne V lorsque q a une grande 
valeur. — L'equation a integrer est Tequation (28); supprimons Tindice /i, elle 
devient 

Si 9 a uDe valeur considerable, le terme — ^ est negligeable dans une premiere 
approximation, et nous avons simplement 

dont I'integrale generate est 

V = P cos^ -h Q sin^. 

P et Q etant des constantes arbitraires, prenons cette forme pour Tintegrale gene- 
rale de Tequation complete; il faudra que P et Q satisfassent aux deux equations 

Pour integrer ces deux dernieres equations differentielles, nous suivrons la me- 
thode des coefficients indetermines, et, en admettant que P et Q soient develop- 
pables en series ordonnees suivant les puissances de 9, nous poserons 

P — Xq"* -f A, g**'-* H- Aj^*"-' -h . . . , 

La substitution de ces valeurs dans les equations differentielles pi'ecedentes 
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nous conduit aux relations 

m =•-. o, 

(n-.^)(„_|)A.4-4B.:-o, („-.2)(n_!)B,-4A, o, 
[ w H — \ In j A,-+-6B,— o, ( n-f- - J In J B,— 6A3: o, 



dont la loi est evidente. 

On voit que toutes les constantes se trouvent determinees en fonction de A et B, 
qui restent arbitraires. Posons, pour abreger, 

nous aurons 

A,=:n, B, B, r ~n, A, 

A, I--: — n, Ha A . Bj - - n. 1X3 B, 

(3i) { A, -n. n,n*B, Bs::r^^n,n,n5A, 

A, n,n,n,n,A, b, n,n,nin,B, 



et si, changeant de constantes, nous faisons 

(32) A = Hcos(p, Br^Hslncp, 

il viendra 

A, = Hn, sin 9, B, =^ — H n, COS9, 

A, =- — H n, Ha cos 9, B, -- — H n, n, sin 9, 

A3= - HII,n3nsSin9, B, :^ H H, Ha lis COS9, 



consequemment, 

, .. ,T «+' fii / v/ n, 1I3 n, 11,11s U: \ 

(33) < \ V V / 

i u . , ,/n. n.n^Hs n,n,nsii:ii. \i 

I ^Hsin(g^9)(- ^- -^ ^ ) J' 

11 reste a determiner les deux constantes H et 9 introduites par Tintegration. 

Pour y arriver, il suffit de prendre la formule qui exprime U au moyen d*une 
integrale definie, et de develppper directement, par quelque artifice, cette integrate 
en une serie de ternies semblable a celle que donne la formule (33). La compa- 
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raison des deux termes qui contiendront la puissance n + - de - permettra de 

trouver A et B, ou, ce qui revient au meme, H et 9. 

18. Developpement direct de VintigraU U suwant les puissdnces dicroissantes de q ; 
determinaiion des comtantes k et^^l^et (f. — Si nous nous reportons k Tequa- 
lion (8), qui donne U, nous remarquerons d'abord que Tintegrale 



I sin^'w cos (flf cos(k)) cfu 

o 



pent etre regardee comme formee de deux parties igales chacune k Tintegrale 



prise de o k -; done 



TS 



,, 2.4.6. . .an 2 r . . , , . 

U -- — --^ I sin'"(ii)COs(acos&))a6). 

1 .3.5. . .an — 1 tt J^ ^ 

Meltons maintenant pour cos (^ cos gj) sa valeur en exponentielles imaginaires, 
it viendra 

o Jo / 

Nous pouvons maintenant developper chacune des integrates tlu second inembre 
en suivant la marche de Laplace dans revaluation des integrates qui dependent de 
grands nombres, ou de Hansen dans son Memoire sur les perturbations absolues 
des planetes. 

Premiere inti^grale. — Pour transformer la premiere, posons 

If cosci) = iq — j'; 
nous en deduisons 



COSGt) 



= I — v-> sinw =y \/t- 1/ i — -^ 
iq Y 'f V ^iq 



i---'-— * 



= ^T, 



V ^'7 



D'ailleurs, pour u = o, on a ^ = o; pour u = -» on a ^ = yjiq\ done 



4ii 



f sln»we^«"»"rf«= (^)"*'««» r '^«-/i-JC^y V/"rfj. 
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Nous apercevons en dehors de Tintegrale du second membre le facteur q'""!; 
done il nous suflfit de chercher le terme independant de q dans le developpement 
de I 'integral e 

Nous remarquerons d'abord que le binome ( 1 — ^ j ' est developpabic sui- 

vant les puissances du second terme, car ce second terme varie de o a -• Apres 
ce developpemient, nous aurons a effectuer une serie d*integra1es de la forme 



A rv^ 



(2 



A fV'^ 



Le premier terme de cette serie sera 






Considerons cette derniere integrale qui, a un facteur pres, donnera la precedente 
en y changeant n en n -hp. Or, Tintegration par parties donne la serie des 
identites 

o 






O '2 2 t/o 



par consequent. 



1 .3.5. . .(2/1— I ) / ^^ . , 

-I- ,1 ^^ ^ f erdr. 

2" Jo 

La premiere partie du second membre renferme q et ne nous interesse pas; 
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I'lDtegrale que contient la seconde partie est egale ^ - v^ diminu^e d'une s6rie 

de termes qui renferment tous q en d^Dominateur ( t^oir Lacroix, t. Ill, p. 507); 
done enfin, le seul terme independant de q dans cette integrate est 

1 .3.5. • . (2/1 — 1) f ,— 



2" 2 



r Vt: 



A 
Dans le cas oixp n'est pas nuU le facteur — r-- introduit a k tous les termes, et 

nous n'avons aucun terme independant de q\ done enfin, d»ns la premiere inte- 
grate, le coefficient de y~'*"i est 



(7)"' 



\ 1 .3.5. . .(a/i— 1)1 ;- . 



2" 2 



Deuxieme integrale. — Sur la seconde integrate que renferme U, operons 
comme sur la premiere. Posons 

— - iq cosw -r — iq — /*; 
nous en deduisons 



COS&) 



— 1—21, sin&):=r\/— l/i— — 

q "^ V ? V 2? 



d 



-Vt 



^X 



s/- 



2V 



d*ailteurs, si w = o, on a j = o, et si w = - > on a j = i/? ? 



done 



Les raisonnements faits pour la premiere nous montrent que le coefficient 
de f "'s , dans le d^vetoppement du second membre, sera 

...^.1 1. 3. 5... 211 — I I /— 



(21)" 

^ ' 2" 2 



Reunissons maintenant les deux r^sultats que nous venons d'obtenir, nous en 
deduirons 

Acosg-hBsin^ = Hcos(g — <p) — 1.2. . . 112""^--= i^\ Vf -4-(/)"^'^ e-'M- 

jinnaies $cientifique$ de rtcole Nonnale supirieure. Tome HI. II 
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Mais il est facile de voir que 



( 



i"-i-cos(n-^i)?^-isin(n-^i)^ = .'H)i 
( T I I- cos (»-+--» isinln-h-] " =e \ ^^^; 

A cos^ H- Bsing-r U 008(9 — 9)= i .2.3. . .n^""' -p cos \ q — (nn- - j - |« 

La comparaison des deux membres de cette identite nous permet de trouver les 
valeurs des constantes A, B, H, 9, et nous obtenons 

Ar-l.2.3...fl2''i/- cos ('*•+--) "" » 

(34) { ! *^ 

B :-: 1 .2.3. . . ni'* i/- sin ( « -h - I -» 

puis 

Hi= I .2.3 . . . /12" i/-> 

(35) { . „ 

Dans le cas 011/1 = 0, nous avons A= B = -p* et nous retombons sur le re- 

sultat trouve par Poisson [Journal de Vicole Poly technique, t. XII, p. 35o). 

19. Determination des racines de Inequation U = o. — La formule (10), qui 

donne U exprime en une serie de termes ordonnes suivant les puissances entieres 

de y, pent servir a separer les racines de {'equation U = o; il suffit de substituer 

pour q successivement 

o, I, 2, 3, 4^ etc. 9 ' 

et de calculer les valeurs correspondantes de la fonction U. Ce procede est prati- 
cable pour les faibles valeurs de q; mais il est tres-laborieux lorsque cette variable 
acquiert des valeurs un peu fortes. 

Dans ce dernier cas on devra recourir a T^quation (33), qui donne U developpe 
en une serie tres-convergente, si 9 a une valeur considerable, car elle se reduit 
sensiblement k ses deux premiers termes. 

La separation des racines efTectuee, leur calcul approch^ pent se faire d'abord 
par une construction graphique et ensuite par approximations successives au 
moyen de la methode de Newton. Une fois les premieres trouvees, la remarque de 
Sturm faite plus haut permet d'en continuer immediatement la serie. 
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De la formule (33) nous pouvons tirer facilement une equation qui nous don- 
nera les racines de I'^uation U s= o avec la plus grande rapidite. En egalant a o 
le second membre, nous avons 

n. n, n, iis 



cot[9 - (. .- i) ^] = J^^V-^^ 



Le second membre pent ^tre mis sous la forme d'une s^rie ordonn^e suivant les 
puissances d^croissantes de q\ posons en efTet 



9* q' \ q' q* J\q q' q' / 



nous en deduirons 



(36) 



fx-f-xn,n,r^n,n,n». 

V + fx n, n, 4- xn, n, 1I5 n, =^ n, n, ii» n, n,, 



et 



et com me 



nous aurons 



par suite, 



u \ ^1 ^] q q' r . 

coi[,~ (n+ i) J] z. - tangfj/- (n 4- 1) J], 
-tang[,-(n^^)j]3.^-i;^l-...; 



Developpons enfin le second membre suivant la formule connue, nous aurons 
I'equation 

(37) 9=(*-+" + |)'^-^^+(f* + T)^.-('' + ^V'-y)^.-^---' 

qui fera connaitre q tres-rapidement par la methode des approximations succes- 
sives. Dans cette formule, k devra recevoir les valours entieres k partir de la plus 
petite pour laquelle q sera positif; on le fera done successivement egal aux 
nombres suivants : 

O, I y ^y O, • • • • 

I I. 



8:i 
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21 . Sons et Ugnes noddies dans le cos ou n = 0. 



FORMULES. 



U. 



I — 



I' I'.a' i'.2». 



V. = U,v' 



V TT y 4/ \4 ? «o24 q' 



262144 9* 



^- ) 



=(-?)" 



I I 



25 I 1073 I 



8 q 384 9' ^120 9' 



3 ^ 


Racincs de U, = o. Sons cor 


re»pondaiitft. 


Lignes nodales. 


"^7."- 


2,404 I> 


000 


M/. 


[CD, J 


L ?'."- 


5,520 2, 


296 


rct • • • f^ J 


[C. D,] 


a ?<;'= 


8,654 3,600 


/a? -h 


[CD.] 


f 


«';^- 


"»79^ 4»9o5 


r^f . . . mi 


[C D.] 


3- 


?r = 


14,931 6, 


21 1 


S0I2 . . . solf 


[C D.] 


^ U'."- 


18,071 7, 


.517 


Sh 


[CD.] 


7 


?'." = 


21,212 8, 


,824 


uif , , . r^i 


[CD.] 


^ 


9\" - 


24,353 10. 


,i3o 


mit -h 


[C D,] 


1 


?l** - 


27,494 II 


,437 


/«? 


[C D,] 


1 


RAYONS DES CERCLES NODAUX. 




1 cerde. 


2 cercles. 




3 cercles. 


4 cercleii. 


r — ,436 


r, = 0,278 




r, o,2o4 


r, — o,i6i 




r, o,638 




r, — 0,468 


r, — 0,370 




/ 




ri--. 0,734 


r, o,58o 
r, - 0,790 


5 cercles. 


6 cercles. 




7 cercles. 


8 cerdeh. 


r, 0,1 33 


r, — , 1 1 3 




r,-.-^ 0,099 


r, -~ 0,087 


r, = , 3o5 


r, , 260 




r, — 0,227 


Ta — , 20 1 


r, — 0,479 


r, -1-0,408 


• 


r^ , 355 


r, - 0,3 1 5 


r4 ^o,653 


r*- o,556 




r*- 0,484 


r4- 0,429 


Ti - 0,826 


Ti 0,704 




Ti : 0,61 3 


Ts— 0,543 




Tfc — 0,852 




Tc 0,732 
/•; 0,861 


r, — 0,657 
r,^-o,77i 












r.^- 0,886 
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22. Sons et lignes noddies dans le cos ou n= i. 



FORMULES. 



U.= 



I — 



(?)■ (!)• 



(f)" 



I .2 1 .2.2.3 1 .2 3.S.3.4 



-h.. 



v, = „„i=yIeo,(,-^)(,+ ^l- 



47^5 I 



) 



32768 q' 

__ 4 /^ . / 3^\ /3 1 io5 I 72765 I \ 



1 V-^) 


7t - 


B, 


128 j» 5 


' . (~ .... 

M20 f^ 




RacinM d« IJ, = 0. 




Lignei nodtles. 


vV - 


3,832 


*,594 


SOlf-h 


[CD.] 


?'.'' - 


7 


,016 


*»9'8 


fa* . . . soli 


[C. D,] 


I'r - 


10 


,173 


4,23l 


uif 


[CD.] 


qV - 


.3, 


,323 


5,54a 


fai' "fa» 


[CD.] 


qV - 


16, 


4io 


6,85i 


lai -^ 


[C.D.] 


qT =-- 


'9 


,616 


8,160 


ut' -+- 


[CD.] 


V?' = 


32, 


,760 


9»467 


r^T 


[CD.] 


V?' - 


25, 


,903 


10,775 


fa, -f- 


[CD.] 


q-r - 


29. 


► 047 


12,082 


50/4 


[CD.] 






RAYONS DES GBRCLES NODAUX. 




1 cercle. 




*2 cerclet. 


3 c0rciO9* 


4 cerele». 


r =0,546 




r, = 


0,377 


r, — 0,288 


r, =0,233 






/•,= 


:0,690 


r, 0,527 
r, — 0,764 


r, 0,426 
r, — 0,618 
r, = 0,809 


5 cercleB. 




6 ctrelee. 


7 eercl«s. 


8 oerelet. 


r, = 0,195 




r, — 


0,168 


r, — 0,148 


r, = , 1 32 


r» — o,358 




r,= 


o,3o8 


r,= o,27i 


r, = 0,242 


r3 = o,5ig 




n — 


0.447 


r, — 0,393 


r, = , 35o 


r4 = 0,679 




ri = 


0,585 


r* — o,5i4 


^4 = 0,459 


A — 0,840 




n=: 


0,724 


Ts = 0,636 


Ti =0,567 






r,= 


0,862 


r, — 0,757 
r, — 0,879 


r, — ,675 

r,— -0,784 
r. = ,892 
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23. Sons et lignes nodcdes dans le cos ou /i = a* 



FmHULES. 



U 



.._(s.'.Ji__©: 



1.3 1.2.3.4 1.2.3.3.4*^ 



^-"■''-Vi-l'-f)!-^? 



10395 

daTbB 



►5 I _ \ 



— . ft 4 f^ • / ^JL\ / "5 ' 3i5 ji i35i35 I 

V^ \ 4/\^9 '^*4 ?' '2O2144 q' 

(, 7\ 35 I 385 I 12145 1 



1024 q' 



Racines de U,= o. Sons correspondants. 


Lignes Aodales. 


?V' ^- 


5, 


^i35 2. 


,i36 


«/* -h 


[C.D.] 


??^ - 


8, 


^417 3,5or 


loi . . • /a. 


[C. D,] 


iT-^^ 


II . 


,620 4 


,833 


n^5* -f^ 


[CD.] 


?V' - 


«4»796 6, 


,i55 


50/, . . . solf 


[C.D,] 


?'.'' ^- 


>7 


lyGo 7, 


47« 


sh — 


[C D.] 


9^;' - 


21, 


,117 8, 


.784 


11/4 • . • t^i 


[C.D,] 


?'." - 


24 


,270 10 


jogS 


mii -^- 


[C,D,] 


,<•' .-= 


:27 


,421 11 


,4p6 


/«r + 


[CD.] 


qV- 


:3o 


,571 12 


>7«7 


50/f + 


[CD,] 






RAYONS DES CERCLKS NODAUX. 




1 cercle. 




2 cerdea. 




3 cercles. 


4 cercles. 


rr-:o,6iQ 




r, — 0,44^ 




Ti --0,348 


r, = 0,287 






r,^- 0,724 




r,-- 0,569 
r,r- 0,785 


r, — 0,469 
r, — 0,647 
Ti-- 0,824 


5 cerclet . 




6 C6rclcftf 




7 cercles. 


8 oercles. 


r,;=: 0,243 




r, =1:0,212 




ri=:= 0,187 


ft — 0,168 


r, 0,398 




r, 0,347 




r, — 0,307 


r, — 0,275 


rsr^-o,55o 




r,= 0,479 




r, = 0,4^4 


r, — o,38o 


r4=: 0,701 




r^ 0,610 

• 




r4^ 0,540 


ri — 0,484 


A o,85o 




r»=^ 0,740 




Tft — 0,655 


A — 0,587 






r,=:- 0,870 




r«- 0,770 


r,=r 0,691 


• 








r,r-o,885 


''' — 0,794 
r, = 0,897 



) 
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24. Sons el Ugnes nodales dans le cos ou n = 3. 



FORMDLES. 



U,.-^ 



V.:- 



r — 



(!)■ jir 



(!)■ 



H-. 



1.4 i.a.4'5 1.2.3.4-^-6 

«.,f = 48v/|c.s(,-^)[.-^i- 



45045 I 



] 



32768 g* 

3465 I 4^4o5 I 



(ic^^V^ ^5 ' 385 I 12145 I 



-- I 
9' J 



Racines de U, :^ o. 
Va'^^ 6,379 

q^l^Tz. 9,760 

^i*^=: 13,017 
?i*^= 16,224 

Vi•^^2!i,583 
Vi'^ = 25,749 
^i*^r- 28,909 

^^/^ r=: 32,o5o 



1024 9* 

SoDt correspondants. 

2,653 yh, — 
4*060 uti + 

5,4«4 /«» 
6,748 la. 



8,074 tt/i 

9,394 i^f- 

10,711 /a* 

12,025 10/4 

1 3 , 332 la^ 



Lignes nodales. 

[CD, 
[CD, 
[CD, 
[CD. 
[CD, 
[CD, 
[CD, 
[CD, 
[CD, 



RAYONS DBS CERCLES KODAUX. 



1 cerclt. 


2 cercles. 


3 cercles. 


4 cercles. 


r —0,654 


r, — 0,490 


r, = 0,393 


r, = 0,329 




Ta 0,750 


r, — 0,602 


• ^ _ 

r, — o,5o3 






Tj — 0,802 


n — 0,671 
r* = o,836 


5 cercles. 


6 cercles. 


7 cercles. 


8 eercles. 


/-, 0,282 


r, — 0,248 


Ti — 0,221 


''.=0,199 


r,-: 0,432 


r,- 0,379 


/■, = o,338 


/■, = o,3o5 


^s 0,576 


r, _ o,5o6 


r, — o,45o 


r, = 0,406 


A — 0,718 


r^ _ o,63o 


r, — 0,661 


Ti — o,5o6 


ri 0,859 


r*= 0,754 


r» = 0,671 


r% — ,606 




A — 0,877 


r,- 0,781 


r, — 0,705 






r, 0,891 


r, — o,8o3 
r, = o,9oi 
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25. Sons el Usnes noddies dans le cas oil n j=^ (\. 



FOBBIULBS. 



U,:^ 



©■. ay 



(!) 



t.5 ' 1.1.5.& 1.2.3.5.6.7 



V.= 



u.,5 = „4\/|co.(,-^')[.-^l.^i,...] 



- 384 i /- Sin ffl - 22'\ f- i - ^^ - - — 92I95 1 I 
i»4y-sin^g 4JL8g ioa4 g* 262144 ?'-J 



? = 



\ 63 I 

r 8^ 


8iq 
128 


I ^ 134001 I 

^ 0120 g* 




Racines de U^ — o. 




Som eorrMpondants. 


UgncsBod 


??'- 7.586 




3,i56 


solf 


[CD, 


?<."-i.,o64 




4^602 


fe^ • • • fT& J 


[CD, 


gl" 14,373 




5>979 


^0/, 


[CD. 


7</'-.7,6.6 




7,326 


/af -f- 


[CD. 


g','>== 20,827 




8,663 


a/f -f- 


[CD. 


g';»- 24,018 




9'99« 


mit 


[CD. 


^4 — 27,200 




ii,3i4 


M 


[CD. 


5fi->- 30,371 




1 2 ,634 


solf 


[CD.; 


gi*^-33,5i2 




1 3,940 


la: 


[CD.] 



RAYONS DES CERCLES NODAUX. 



les. 



1 cercle. 


^ cercles. 


3 oercles. 


4 cercles. 


r —0,686 


r, — 0,528 


r, .-- o,43i 


r, — 0,364 




r, 0,770 


rjztr 0,627 


r, — 0,53 1 






r, — 0,816 


Ta— 0,691 
r^ r;:: 0,846 


5 oercles. 


u €8fdlS8« 


7 cercles. 


8 cercles. 


r, = o,3i6 


r,=:^ 0,279 


r, — o,25o 


r, — 0,227 


r,=: 0,460 


ri=^ 0,407 


r, , 364 


r, r= , 33o 


r, =10,598 


r,=: 0,528 


''3 — 0,473 


Ts— 0,430 


r4=r 0,733 


ri=: 0,647 


r4 = 0,579 


ti — 0,525 


r^=r 0,866 


Ts — 0,765 


Ti— o,685 


Ts = 0,622 




r. — 0,882 


To — 0,790 


r. — 0,717 






r, . : 0,896 


r, = 0,812 
r. — 0,907 
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26. Sons et lignes nodales dans le cas ou n= S. 



FORHULES. 



U. 



I — 



1 .6 I .-a. 6.' 



(!)■ 



\\^ 



I. -a. 6. 7 1.2.3.6.7.8 

u„-.384.\/>(,-li!)[,-3i*-4«=4'= 



32768 



?-] 



ao/ . A . / "^\r99 * 225225 I 436486o5 i 



q=z 



S q 128 


^-^ 6 1 20 


.... 

1' 




Racines de U. = 0. 


Sons correspondants. 


Lignes nodales 


?<;'- 8.780 


3,652 


la*. . .si. 


[C,D.] 


?'." - 1 a. 339 


5,i33 


mi, . .fa. 


[C.D.] 


9i"-- »5,7oo 


6,53i 


sol*. . .la. 


[CD.] 


9';' .8.982 


7,896 


ut, - 


[CD.] 


^f ^ 22 , 220 


9,243 


n* 


[C D.] 


q':' - 25,43. 


10,579 


fa. - 


[CD,] 


9';'-»8,6a8 


11,908 


soU -- 


[CD,] 


9';' -3 1,8. 3 


i3,233 


solf , . .fa« 


[CD.] 


g';'-.34.983 


i4f552 


/af . . . #i4 


[CD.] 



RAYONS DES CEBCLES NODAUX. 



I cercle. 
r -r: O , 7 I 2 



2 cercles. 

r, -0,559 
r, —0,786 



5 cerclet. 
r, = 0,345 

rj = o,485 
r, = 0,617 
'4 = 0,746 
r» = 0,874 



6 cercles. 

r, =: o , 307 
r,:^ 0,43 1 

Tj — 0,548 

r, "0,663 
r&— 0,776 

r, -:: 0,888 



3 cercles. 

r, = 0,463 
r, r^ o ,65o 
Tj = 0,827 

7 cercles. 
r, =: 0,276 

Ta =r 0,388 

n = 0,494 

'•4=0,597 
Ts =0,698 
'•. = 0,799 

r,— 0,900 



4 cercles. 

r, =0,395 
Tj = 0,555 
r, = o , 706 
Ti =0,854 

8 cercles. 

r, =0,25 1 
r, = 0,353 

r, =0,449 
r, = o ,543 

Ti = o,635 

r, = 0,727 

r, = o,8i8 

r, = 0,909 
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27. Tableau des sons possibles d'une membrane circulaire. 



GAMMB 


NOMBRB 

det 
Tibratloos. 


SONS 

deU 

membrane. 









Ut . . . 



ut^. .. 



rCT • • • • 



r^». . . 



/Iff. . . . 



fa, . . . 



/a»... 



soi, . . . 



2 
2 

2 
2 
2 
2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

3 

3 



o3o 
o6o 
089 
118 
i5i 
184 
214 

244 
275 
307 
342 
378 

4i4 
45i 

484 
5i8 
56o 
596 
640 
670 
710 
75o 

790 
828 
870 
915 
960 

996 
o5o 

100 

]5o 



2, 1 36 



2,296 



2,653 



a,9»^ 



3,i5G 



LIGNBS 
nodales. 



1 


Ire Octave. 


ut 


1,000 


1,000 


sol^ . . 


">597 


1,594 


ut , ,. , 


2 






n« oc 


tave. 



C.D, 



C.D, 



. • . • 



C.D, 



C,D. 



CoD, 



C.D. 



CoD, 



GAMMB 

lempirte 



Ut . . 



tt/*. 



mt. 



NOMBRE 

des 
TibraUoos. 



SONS 

dela 

membrane. 



UGNBS 

nodalei. 



II* Octaye (suite). 



sol^ . , 


3,174 
3,220 
3,265 
3,3i5 




la ... , 


3,364 
3,4i5 






3,461 
3,5i6 


3,5oi 


la»... 


3,564 






3,620 


3,600 




3,667 


3,652 




3,720 




si 


3,776 
3,838 
3,893 
3,95o 




Ut . . . . 


4 





rCT • • • • 



re'*.. . 



f" 



in* Octave. 



4,000 

4,070 


4,060 


4, 120 
4,176 


4,i5o 


4,236 


4,a3i 


4,3oo 




4,367 




4,425 




4,488 




4,570 
4,625 


4,602 


4,700 




4,756 




4,825 


4,833 


4,903 


4,905 


4,980 




5,o36 




5,120 


5,i33 


5,191 




5,275 




5,340 
5,425 
5,5oo 
5,58o 


5,414 
5,45o 

5,542 



C.D, 

C,D. 
C.D, 



C.D3 

C.D. 
C,D. 



C.D. 



C,D. 
C,D. 



C.D, 



C.D. 
C,D. 



GAMMB 

tempirAe. 



NOMBRB 

del 
Ttbratlona. 



SONS 

dela 

membrane. 



UGNBS 

nodalee. 



I 



III* Octave (mite). 



/a»... 


5,656 




5,740 




5,83o 




5,900 


sol 


5,99^ 




6,075 




6,170 




6,240 


jo/» . . 


6,348 




6,4^5 




6,541 




6,620 


la ... , 


6,728 




6,800 




6,932 




7,000 


la»... 


7,128 




7,210 




7>344 




7,425 


si 


7,552 




7,640 




7i777 




7,875 


ut .., . 


8,000 



ut . . . 



ut 



n 



re . 



5,979 

6,155 
6,211 



6,53i 



6,748 
6,75o 
6,85i 



7,328 

7»47i 
7,5i7 



7,896 



Vf Octave. 



8,000 

8,120 

8,240 


1 

8,074 
8,160 


8,36o 




8,47a 




8,600 


8,663 


8,734 


8,784 


8,860 


8,824 


8,976 




9,120 
9,25o 


9,^43 



C,D, 
C.D. 



CD, 



C,D3 
CD. 
C.D, 



C.D, 



C.D, 



CD, 
CD, 



CD. 

CD. 
CD. 



CD. 
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§ V. — Firification expSrimentale. 

28. Nous-avoDS d6ja dit dans I'lntroduction que la verification experimentaie 
des nombres qui precedent est tres-interessante pour la theorie de I'elasticite.Les 
bases de cette science paraissent aujourd'hui solides, mais on a neglige des le 
debut des quantites regardees comme assez petites pour etresans influence dans 
Tordre des phenom^nes etudies. Par Ml on a simplifie les equations et rendu plus 
faciles les solutions algebriques des problemes. II pent arriver cependant que, 
dans quelques cas particuliers, les quantites negligees aient une influence notable; 
on ne pent s'en apercevoir qu*en multipliant les comparaisons entre les resultats 
du calcul et ceux de Texperience. Dans ces cas particuliers, la theorie de Telas- 
ticite se trouvera en presence d'un probleme fort interessant, analogue a celui 
de la Mecanique celeste, savoir, le calcul des perturbations ou des differences 
entre les resultats de Texperience et ceux de Tanalyse. L'explication des ano- 
malies montrera sans replique la justesse des hypotheses faites au debut de la 
theorie de Telasticite. 

L'etude experimentaie du mouvement vibratoire des cordes a fait voir que les 
perturbations sont insensibles et qu'il y a accord a pen pres complet entre le 
calcul et Fexperience. Gelle des membranes carrees nous a revele au contraire 
un desaccord marque; la meme perturbation se retrouve-t-elle dans le cas des 
membranes circulaires? 

Un autre interet s'ajoute au precedent. Le nom de Savart est justement popu- 
laire parmi les physiciens et son habilete experimentaie est connue; or, il dit 
dans son Memoire sur les modes de division des corps en vibration [Annales de Chimie 
et de Physique, t. XXXII, 1826, p. 388) : Dans une membrane circulaire, trois 
lignes diamdtrales peuvent passer graduellement d trois lignes paralleles , et ensuite a 
une seule diametrale accompagnde d'une ligne circulaire; cinq diamitrales pement 
passer a cinq lignes paralleles, et de Id a d'autres modes de division, par exemple^ a 
deux lignes circulaires divisies par une seule diametrale. Savart donne des flgures a 
I'appui de son assertion. Ces lois sont manifestement contraires aux lois deduites 
du calcul, et comme on ne pent pas revoquer en doute la justesse des experiences 
de cet illustre physicien, il faut savoir s'il a commis quelque erreur de deduction 
et quelle en est la source. 

29. Au debut des verifications experimentales on rencontre quelque difficulte 
a realiser les conditions theoriques suivantes : 

1^ Homogeneite parfaite de la membrane; a^ tension 6gale en tons les points. 
De toutes les substances qu*on pent employer pour les membranes, les papiers a 
la mecanique m'ont paru les plus homogenes de constitution; j'ai fait usage avec 
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succes de papier vegetal, de papier k ecrire ordinaire, de papier a dessiner. li est 
moins facile d'avoir une tension bien egale, et si Ton ne prend pas les plus 
grandes precautions, on court le risque de voir se former deux axes d'elasticit^ 
qui rendent la membrane comparable k une membrane elliptique. Au reste, on 
s'en aper^oit immediatement parce qu'il se forme k sa surface des ellipses nodales 
au lieu de cercles; et ce qui prouve que ces ellipses n'appartiennent pas aux 
membranes circulaires bien tendues, c'est qu*elles sont d'autant moins excen- 
triques que la tension est plus uniforme. Le moyen qui m'a paru le plus simple 
pour atteindre a une tension bien egale, c'est de serrer uniformement la mem^ 
brane entre deux cadres circulaires identiques s'appliquant exactement Tun sur 
Tautre. 

Ces precautions prises, il convient d'avoir une serie de tuyaux d'orgue digtants 
environ d'un demi-ton, et de surmonter chacun d'un ajutage mobile qui per- 
mette de faire varier le son par degres insensibles. Enfin, pour comparer avec 
facilite les nombres de vibrations qui se rapportent a deux figures nodales, j'ai 
cherche chaque fois les longueurs de cordes a Tunisson des tuyaux qui les don- 
naient. L*oreille appr^cie facilement les unissons : cette m^thode est done d'une 
application facile et sure ; d*autre part, les nombres des vibrations sont en raison 
inverse des longueurs de cordes. 

30. Yoici maintenant la serie des lois physiques que j'ai trouvees pour le mou- 
vement vibratoire des membranes circulaires : 

i^ Une membrane circulaire ne vibre pas a I'unisson d'un son quelconque. Elle 
ne peut se mettre a I'unisson que de sons plus eleves que celui qu'elle fait en- 
tendre quand on frappe legerement sur elle avec un petit marteau de liege. 

2^ Ces sons possibles sont, comme I'indique la theorie, s6par6s par des inter- 
valles de plus en plus faibles k mesure que Ton s*eleve. 

S'' Les lignes nodales ne se forment nettement que pour ces sons dont la hau- 
teur est d^terminee. Un pen en deqh et un peu au delk il y a trouble, et quand le 
son rendu par le tuyau est modifie sensiblement, la membrane reste inerte et im- 
mobile. Les lignes nodales ne se transforment pas les unes dans les autres, comme 
le croyait Savart, k mesure que le son change. 

4^ Les lignes nodales sont ou des cercles, ou des diametres, ou des combinai- 
sons de cercles et de diamfetres, comme le veut la theorie. Toutefois, lorsque le 
nombre des diametres surpasse deux, le sable s'accumule confus^ment vers le 
centre et ne dessine pas bien nettement les figures nodales; mais on peut penser 
que ces anomalies ne sont qu'apparentes : I'amplitude du mouvement vibratoire 
est trop faible au sommet des angles pour etre accusee par le sable. 

Ces quatre lois generales s'accordent avec celles que nous avons verifiees, 
M. Felix Bernard et moi, dans le cas des membranes carries. Les nouvelles expe- 
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riences dont je resume les r^suttats d^montrent encore bien nettement que la 
tbeorie de I'etasticite a raison contra Savart; que cliaque sysleme de corps ela&- 
tiques admet une s^rie d^terminee d'harmoniques separes par des intervalles finis, 
et que les figures nodales ne se traosforment pas les uoes dans les autres, lorsque 
le SOD varie par degres insensibles. 

On peut, malgr^ I'absence de tout detail experimental, trouver la cause de 
I'erreur de cet habile eiperimeoUiteur. 

Parmi les membranes etudiees, quelques-iines preseataient probablement deux 
axes d'elasticit^ fort difTerenIs; il est facile d'en former de pareilles. Dans ce cas 
il a du observer des figures byperboliques, et les branches peuvent etre assez ou- 
vertes pour presenter I'aspect de cordes. 

D'uD autre c6te, que Ton se place dans la seconde octave du son foodamental dc 
la membrane, ou dans la troisieme, comme I'a fait Savart, et les sons possibles 
sont deja assez voisins pour que les figures nodales se produiseat successivement 
a la suite d'une confusion passagere du sable et paraissent se transformer les unes 
dans les autres. Une fois mis en garde contre cette itlusioo par la tbeorie, on 
apercoit toujours que deux figures nodales nettes et diff^rentes sont separees par 
UQ etal inerte de la membrane dans lequel tout est confus k sa surface. 

5° Les ligues nodales ont bien la forme pr^dite par la tbeorie, elles en ont de 
plus les dimeasions. J'ai ete frappe de voir avec quelle precision le calcut s'accorde 
avec la mesure directe des diametrcs des cercles nodaux formes. Lorsque la mem- 
brane est parfaitement tendue, que les cercles dessines par le sable sont exacte- 
ment riguliers, rouverlure calcuUe d'un compas est bien celle que I'experierice 
donne, pour les diametres des cercles. Je dois ajouter, toutefois, que cette Eva- 
luation ne comporte pas une approximation relative superieure a 7^, en d'autres 
termes, sur un diametre de 100 millimetres, on peut commettre une erreur de 
I millimetre, car les cercles nodaux dessines par le sable ont au moins 1 milli- 
metre d'Epaisseur k la circonference. 

6° Les iotervaltes musicaux qui separent deux figures nodales nettes ne sont 
pas ceux que la tbeorie indique, ils sont tous plus grands. Tai nomm& perturba- 
tion riatervalle musical entre le son reellement rendu et le son th^orique. Pour 
Tivaluep dans chaque cas, voici comment j'ai proc6d6 : la membrane placee au- 
dessus d'un tuyau pr^sente, par exemple, la figure C, D^ bien netle, c'est-a-dire 
que le sable dessine a sa surface un cercle nodal concentrique au cadre; je cberclie 
la longueur dc corde k I'unisson de la membrane, je trouve i344 millimetres; je 
cherche ensuite la longueur de la m£me corde a I'unisson du tuyau, je trouve 634- 
Ces deux longueurs etant en- raison inverse des nombres de vibrations des sons 

correspoudants, I'intervalle des deux sons est ~t = 't97- D'apres la tbeorie, il 
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devrait etre i»59; done la membrane presente pour cette figure nodaie une per*- 
iurbation egale a 

1,59 

On voit par cet exemple, choisi parmi mes nombreuses experiences, que la per- 
turbation est tres-sensible et que les sons corrcspondants aux lignes nodales sont 
plus eleves que la theorie ne I'indique d'une quantite tres- appreciable; 1,24 
equivaut presque a Tintervalle de a/ a mi. 

Voici un tableau qui donne une idee nette de la perturbation que nous signa- 
lons; j'ai cru inutile de rapporter toutes les experiences que j*ai faites en variant 
la grandeur de la membrane et sa nature. Les resultats du tableau suivant se rap- 
portent k la meme membrane. 

Tableau de quelques risuhats d* experience. 





LONGUEUR 


LONGUEUR 








LIGNE NODALE. 


de corde 

a riinisson 

de 


de corde 

k runisson 

du 


INTERVALLR 
experimental. 


INTERVALLB 
theorique. 


PERTURBATION. 




la membrane. 


tuyau. 




• 




[C.D,] 


I 144"" 


634"» 


«,97 


i»59 


iM 


[C. D.] 


i23o 


410 


3,00 


a, 14 


1,40 


IC. D.] 


1160 


356 


3,26 


2,3o 


1,42 


tC.D,] 


ii5o 


292 


3,94 


2,65 


1,48 


[C,D.] 


ii5o 


266 


4,32 


^19* 


1,48 


[C.DJ 


ii5o 


240 


4,79 


3.16 


i,5i 


[C. D,] 


Il52 


207 


5,56 


3,5o 


1,58 


[C, D.] 


iiSo 


204 


5,65 


3,60 


1,57 


[C.D.] 


ii5o 


202 


5,70 


3,66 

• 


1,56 



Ce tableau fait voir que la perturbation augmente a mesure que Ton s'eleve 
dans la serie des lignes nodales possibles; ce resultat n'a rien d'etonnant Duisque 
c'est un fait d'experience que deux lignes nodales quelconques sont en r^alite 
separees par un intervalle plus grand que ne le veut la theorie. 

II pent paraitre etonnant que (GoD,) (C| D|), puis (C| D,) (C2 Do) (CoD^) don- 
nent la meme perturbation. II faut attribuer ce resultat a une erreur d'experimen- 
tation. En se rapportantau tableau general des sons possibles, on voit que (CoD,) 
et (C4D1) doivent etre k un intervalle d'un ton environ; ces deux lignes se pro- 
duisant pour des sons peu differents, les longueurs de corde qui leur corres- 
pondent sont peu differentes aussi, et comme revaluation de ces longueurs com- 
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porte une erreur de 2 ou 3 millimetres, le dernier chiffre de la perturbation n'est 
qu'approche. Les trois derniferes lignes nodales correspondent ^ pen pres au 
meme son, par consequent on pent, k plus forte raison, commettre sur le dernier 
chiffre de la perturbation une l^gere erreur qui masque la loi de son accroisse- 
ment. On corrigerait ees irregularites en prenant des moyennes d'experiences 
nombreuses faites sur la meme figure nodale dans les memes circonstances et aussi 
en evaluant la position de cette ligne relativement a une figure autre que Co Do. 

Dans un travail purement experimental sur les membranes carrecs, rectangu- 
laires et circulaires, nous donnerons les lois physiques de cette perturbation, dont 
Texistence est mise aujourd'hui hors de doute. 



Rapport fait a I' Acad^mie des Sciences sur un Mimoire de M. Bourget 

sur le Mouvement des membranes circulaires (*). 

(Commissaires : MM. Pouillol, Duhamel, Serret, Bertrand rapporteur.) 

Le Memoire de M. Bourget est relatif a une question importante de physique 
mathematique qui deja, a plusieurs reprises, a attire Tattention des geometres. 
Poisson et notre confrere M. Lame ont determine les divers sons que pent rendre 
une membrane carree ou triangulaire. Dans le Memoire qu'il a soumis au jugement 
de r Academic, M. Bourget s'occupe seulement des membranes circulaires unifor- 
mement tendues, mais il conserve a la question toute la gen^ralit^ qu'elle com- 
porte, et ne suppose plus, comme Poisson Tavait fait en abordant le meme pro- 
bleme, que les points situ^s ^ egale distance du centre soient a chaque instant 
animes d'un meme mouvement. 

L'^quation differentielle qui represente un tel mouvement a ^t^ donnee depuis 
longtemps; M. Bourget s'applique k Tintegreren satisfaisant aux conditions par- 
ticuliferes que Ton nomme les conditions aux Umites et les conditions initicUes^ et qui 
consistent en ce que le deplacement et la vitesse de chaque molecule aient ^ I'ori- 
gine du mouvement des valeurs donnees pour chaque point de la membrane et 
soient nuls a chaque instant pour les points situ^s sur le contour. 

Suivant la methode bien connue et souvent appliqu^e aux questions de ce genre, 
M. Bourget satisfait d'abord k Tequation aux d^riv^es partielles, en prenant pour 
le deplacement de Tun des points le produit de trois fonetions dont chacune con- 



( *) Extrait des Comptes rendus de VAcadimie des Sciences ^ t. LX , fiance du 5 juin i865. 
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tient Tune seulement des trois variables donl il depend. Deux de ces fonctions ont 
line tonne simple et s*obtiennent aisement; la troisieme depend d*une equation 
difTereutielle du second ordre* dont Tintegration sous forme finie ne semble pas 
possible. M. Bourget, imitant une savante methode due a Poisson, commence par 
developper Tintegrale en serie dont il exprime ensuite chaque terme, puis la somme 
elle-meme, par une integrale definie. 

Exprimant ensuite Timmobilite des points de la circonference de la membrane, 
il en doduit une equation transcendante entre deux constantes que Tintegration 
laissait arbitraires, et dont Tune est un nombre entier pour chaque yaleur duquel 
Tequation fournit pour Tautre constante un nombre infini de racines. Ce sont elles 
qui determinent la hauteur des sons difPerents que la plaque est susceptible de 
rendre. et dont le nombre est, comme on voit, doublement infini. Chacun de ces 
sons, que M. Bourget nonimc simples^ correspond a un mode de division de la 
plaque dans lequel les lignes nodales sont des diametres equidistants et des cir- 
conferences concentriques dont Tanalyse determine les rayons avec une grande 
precision. Chacune des integrates ainsi trouv^es est relative a un etat initial de 
tbrme particuliere, et pour satisfaire a la demiere condition, qui suppose un mou- 
vement initial donne et quelconque, il faut ajouter un nombre infini de ces solu- 
tions simples en determinant, comme les geometres ont coutume de le faire dans 
les questions de ce genre, les coefficients numeriques, arbitraires jusque-la, qui 
doivent multiplier chaque terme. Cette partie du probleme, resolue par une me- 
thode bien des fois employee, presentait cependant ici des difficultes particulieres 
que M. Boui^et a surmontees avec beaucoup d'habilete et de bonheor. L*etude de 
Tequation dont les racines serpent a determiner la loi des mouvements simples est 
faite egalement avec une grande elegance, et montre, avec un esprit d*invention 
qu*ii faut signaler, la connaissance approfondie des theories mathematiques les 
plus elevees. Les resultats tres-precis obtenus par M. Bourget sont susceptibles 
d*etre verifies experimentalement, et d*un grand interet, par consequent, pour la 
iheorie de Felasticite. Les sons caieulcs, et que Tauteur classe d*apres le nombre 
de diametres nodaux, sont au nombre de 4o; il determine pour chacun d*eax, 
avec une grande precision, la hauteur theorique du son et les rayons des cercles 
nodaux. 

Des experiences faites avec beaucoup d*habilete et de conscience confirment 
une partie seulement des resultats obtenus par le calcul. Nous devons loaer Tha- 
bile et savant auteur d^avoir signale avec grand soin les differences regulieres et 
constantes qa*il a observees. Les lignes nodales qu*il obtient sont, comme le vent 
la theorie, des combinaisons de cercles et de diametres, qui cependant ne sont 
nettement dessines par le sable qui les trace que dans le cas oil leur nomlM^ ne 
snrpasse pas a. Les diametres des cercles sont ceux que donne la theorie, et les 



DES MEMBRANES CIRCULAIRES. gS 

(iittereuces tres-petites sunt de I'ordre des erreurs d*observalion. Cest sur la hau- 
teur des sons que le desaccord se maiiifeste, et les perturbations, trop conside- 
rables pour etre aecidentelles, rendent tons les sons observes plus graves que 
eeux qu'indique le calcul. 

M. Bourget donne loyalement les chiffres observes sans y joindre aucun com- 
nientaire; inais les conditions dans lesquelles on op^re sont evidemment trop dif- 
terentes des suppositions theoriques pour que ce desaccord regulier puisse etre 
considere coinme un argument contre la theorie de I'elasticite. L'immobilite 
absolue de la circont'erence qui limite la membrane u'est pas, en effet, et ne pent 
pas etre rigoureusement ohtenue, et la sans doute est la cause de Tabaissement 
de tons les sons'. 

En resume, le Memoire de M. Bourget donne la solution elegante et complete 
d'un probleme difficile et important; il doit interesser a la fois et au meme degre 
les physiciens et les geometres, et nous proposons a TAcademie d'en ordonner 
rinsertion dans le Recueil des Savants etrangers. 

Les conclusions de ce Rapport sont adoptees. 
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SUR LES SURFACES ORTBOGONALES, 



Par M. G. DARBOUX, 

ANCIEN £lEVE DE L*£cOLE NORUALE SUPJ^RIEURE. 



PREMIERE PARTIE. 

ETUDE D'UN SYSTEME REMARQUABLE DE COORDONNEES ORTBOGONALES 



§ I. — Definition de ce systeme. 

1 . Le systeme de coordonnees orthogonales que nous etudions dans cette pre- 
miere partie de noire travail est forme des surfaces dont Tequation en coordon- 
nees rectiiignes est 

ou bien 

/ , o . ,x, 4^' -«-«>' , 4rf»-i-AX , 4rf»-hcX , ,, 

Si on considere a, 6, c, d comme des constantes et X comme un parametre va- 
riable, cette equation represente un systeme de surfaces. 

U y a trois surfaces du systeme passant en un point donne de Fespace. En effet, 
si Ton exprime que I'equation (i) est verifiee par les coordonnees d'un point deter- 
mine, le parametre X sera determine par une equation du troisieme degre. II y 
aura done trois surfaces passant par un point quelconque de Tespace, et comme 
Tequation en X a ses trois racines rcelles, ces trois surfaces seront reelles. 

Donnons a X dans I'equation (i) deux valeurs differentes, nous aurons deux 
surfaces. J'ai montre dans un travail anterieur ('), et Ton verifie bien facilement, 



( * ) Annates scicntifiques de VAcole nor male superieurCy t. II. 

Annales scientifiques de FEcoU NormaU sup^rieure. Tome HI. 1 4 
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que ces deux surfaces se coupent a angle droit. Done les Irois surfaces qui passent 
en un point queleonque de I'espace s'y coupent a angle droit. 

Supposons a > b> c. L'equation en X qui determine les surfaces passant par 
un point donne aura ses trois racines reelles comprises, la premiere entre — a et 

— 6 ; la deuxieme entre — 6 et — c, et la Iroisieme entre — c et -h oo , ou entre 

— a et — 00 . On pent done diviser les surfaces du sysleme en trois classes cor- 
respondant : la premiere , aux valeurs de X comprises entre — a et — 6 ; la 
deuxieme, aux valeurs de / comprises entre — i et — c; la derniere, aux valeurs 
de X non comprises dans ces deux intervalles. II passe une surface de chaque 
dasse, etune seule, par lout point de Tespace, el deux surfaces de classe differenle 
se coupent a angle droit suivant une ligne reelle. 

2. Le systeme precedent a done la plus grande analogic avec le sysleme ortho- 
gonal forme des surfaces du second degre> qu'on divise de meme en trois classes 
formees : la premiere, des ellipsoides, el les deux autres d'hyperboloides a une 
nappe et a deux nappes. 

Cette analogic s'explique facilement. En faisant rf = x dans Tequation (i), on 
obtient Tequalion 

c'est le systeme orthogonal forme des surfaces du second ordre. Ainsi, notre sys- 
leme du quatricme ordre comprend, comme cas parliculier, le systeme des sur- 
faces homofocales du second degre, el, comme lui, il esl forme de trois classes de 
surfaces comprises dans la meme equation. C*esl un sysleme orthogonal a la fois 
triple et un. Tons les autres syslemes orlhoji:onaux connus sonl formes de trois 
series de surfaces differenles. Si les trois syslemes sonl algebriques, les surfaces 
ne sonl pas du meme degre comme dans les systemes decouverts et eludies par 
M. J.-A. Serrel (*). Quelquefois meme Tun des syslemes esl algebrique et les 
autres sonl transcendanls. La propriete que nous signalons met done a part les 
deux systemes orlhogonaux formes des surfaces du quatrieme el du deuxieme 
ordre. 

A tout systeme orthogonal correspond un systeme de coordonnees orthogonales. 
Les surfaces du second degre ont conduit aux coordonnees elliptiques. Le systeme 
que nous eludions conduit a de nouvelles coordonnees orthogonales. Ce sonl ces 
coordonnees que nous allons eludier; elles comprennent, comme cas particulier, 
les coordonnees elliptiques. 



(*) M^moire sur les surfaces orthogonales, Journal fie Mnthcmatiquvs, t. XU. 
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}s! 11. — Formules fondameniales dans C etude da systeme orthogonal. 

3. Soienta?, y, z les coordonnees d'un point de Fespace; requaiion que deter- 
minera X sera 

a -f- / A ^- >. •' c -f- X 



Designons par p, p,, p^ les trois racines de cette equation en X. Nous allons 
d'abord chercher I'expression de x, y, z en fonction de p, p,, p^. 
Posons 

on a, d'apres les principes de TAlgebre elementaire, 

(31 Fix r ^.._ M(X-p)(X~p.){X^p,) 

Dans cette formule nous pouvons regarder a?, y, z, p, p,, p2 fouime des constantes 
et X comme la seule variable; si nous decomposons le second menibre en fractions 
simples, nous trouvons 

*^ ' ^ (a— b)[a— c) a-f-). 

E£;alons les coefficients de . dans les deux membres, nous oblenons 

® tf -f- / 

(4) (a^-^d^)^^ = ^ll^±l}il±±}i^!^, 

{a— o){a — c) 

on aurait des formules semblables qui donncraienty*, z^. Done, pour avoir a\y, z 
en fonction de p, pi, pa, il n'y a plus qu'a trouver Texpression de M en fonciion 
des memes quantites. 

4. Cherchons cette expression de M en p, p^ p^. Si dans Tequation (3) on reni- 
place a?« y^ z par leurs valeurs en fonction de M et de p, pi, pi, on obtieot une 
equation du second degre qui fait connaitre I'inconnue M. 

On a d'abord 

^{a^ — ^d^){a — b)(a — c) 

La somme contenue dans le second membre se compose de trois termes qui se 

14. 
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(leduiront du premier par la permutation circulaire des lettres a, 6» c; mais on 
peut simplifier ce second membre. Pour cela, il n'y a qu'a considerer la fraction 



{x^ — ^d*){x — a){x-'b)(x-'C) 

Si on la decompose en fractions simples de la forme ?» la somme des numera- 

teurs sera nulle; ecrivant cette identite, on a 

2 (g-f-p)(/zH-p.)(a-f-p,) __ (p-f-arf)p, -h2rf)(p>-harf) 

(a»— 4 £/»)(£! — 6)(a — e) 4rf(2c^ — a)(2rf — 6)(2rf— c) 

(arf— p)(2rf— p,)(2rf — p,) 



4rf( 2rf H- a) ( arf -f- 6) (2rf H- f) 

Soit» pour abreger, 

__ (p-f- 2rf)(p, -t-2rf)(p,-t-2rf) ___ (2rf— p)(2rf — p, )(2rf— p>) 

'^""4J(2rf— a)(2rf-6)(2rf— c)' '*""4rf(2rfH-a)(2rf-f-A)(2rf-*-c)' 
on a 

(5) x^H-7^H-a' = M(/i — m). 

On trouve par des considerations semblables 

(6) ax^ -f- 6/*-t-cz' = M[(i — 2rf(m -hn)], 

et par suite Tequation que determinera M sera 

(7) M»(n— m)»-i-M(i — 2rfm — 2rfn) -f- rf« = M, 
d'ou Ton deduit 



5. M a deux valours; ce fait peut etre explique : a un systeme de valours p» /&|, p^ 
correspondent deux points. En effet, toute droite partant du centre coupe une 
quelconque des surfaces en deux points, dont le produit des distances a I'origine 
est egal 2i d'^ ["). Les surfaces qui ont un point commun passent aussi par un 
autre point reciproque du premier. Les deux valours de M correspondent a ces 
deux points. 

6. Nous aliens maintenant etablir quelques formules qui nous conduiront a 



(*) La transformation par rayons vecteurs reciproques ne fait done que changer I'une des nappes de la 
surface dans i'autre. M. Moutard a propose d'appeler anallagmatiques les surfaces qui ne changent pas par 
cette transformation. 
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I'expression de la distance de deux points intiniment voisins dans le systeme des 
coordonnees curvilignes. Soit 

{'equation de Tune des surfaces du systeme. On a 

-J- = {x' -i- y + z*) ^x -{ \-2x, 

ax ■' ' ^ a -»- X 

et par suite 

I \[dvy /dTY /dFyi 

4 LU) -^ w -^ (tz) J 



-[r-T^T-^^-=^^-^'''^^^- 



ainsi on a 

Cette equation nous sera utile. On en deduit en eflet 
(9) S(3f:)=.,,^S|~)=il^^' 



\dx) ~ (d¥y \dx) ~ 
[dlj 



Posons 

(lo) dx' + dy'-hdz' = U.'dp>-h1i',dp', +H\dp\; 

d'apres les formules relatives aux surfaces orthogonaies, on a 

L dl J . = p 

mais, pour X = p, I'equation (3) nous donne 

• /^\ ^ M(p-p,)(p-p.) . 
\dljp (p + rt)(p-i-6)(p + c)' 

il suffit de differentier par rapport au seul facteur X — ^ qui s'annuie pour X = />. 
La formule (i i) nous donne maintenanl sans diflficulte la valeur de H; nous.aurons 




• • 
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***d^ meme ies valeurs de H|, U, et nous obtiendrons la formule 






k • * 



• • •. 

.•.;;•♦ 



• - • 



• • •- 



•*• 






( 12 ) rf«» = dx^ -h rf/' -f- rfz* 

L +(p) ^ . +(p.) ^ ^'(p') J 

7. On voit que I'exprcssion de ds^ a la plus grande analogie avec eelle qu'on 
obtient avec Ies coordonnees elliptiques. Mais la presence du facleur M qui, dans 
le cas des coordonnees elliptiques, est remplace par une constante, ne permet pas 
d'etendre au nouveau systeme de coordonnees bien des methodes, par exemple 
celles qui conduisent aux lignes geodesiques dans Ies surfaces du second degre. 

Les coordonnees elliptiques sont employees avec succes dans bien des questions, 
parce qu'elles derivent de surfaces isothermes, et, d'apres le beau theoreme de 
M. Lame, les surfaces du second degre sont les seulesqui puissent former a la fois 
un systeme orthogonal et isotherme. 

8. Dans son Memoire sur les surfaces isothermes et orthogonales, M. Bertrand 
a donne les conditions pour qu'un systeme de surfaces orthogonalessoit isotherme. 
La premiere condition, c'est que les lignes de courbure de chacune des surfaces 
du systeme puissent la decouper en carres infiniment petits. Cette condition , qui 
n'a pas lieu pour tons les systemes orthogonaux, est satisfaite pour celui que nous 
etudions. 

En effet, si Ton fait j92= const., on aura 



L J^(p) ^(9^) J 



Posons 



^'\/'w=''"- ■"\r^='-- 



on aura 

et cette forme de ds^ met en evidence la propriete que nous voulons etablir. 

Ainsi la premiere des deux conditions d'isothermie est verifiee par notre sys- 
teme. Je montrcrai dans la derniere Partie de ce Memoire que ce systeme est le seal 
qui verifie cette premiere condition. En d'auires termes, c'est le seul pour lequel 
chaque surface puisse etre divisee en carres intiniment petits par ses lignes de 
courbure. On aura ainsi un complement du beau resultat'de M. Lame. 
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§ III. — Applications. — Determination d'un systeme particulier 
de lignes geod6siques sur les surfaces du systeme. 

9. Le systeme de coordonnees curviiignes que nous venons d'eludier servira 
en premier lieu dans Tetude interessanie des surfaces qui le constituent. 
Nous avons vu que sur ces surfaces le ds^ prend la forme 

On pent done integrer ici Tequation 

ds^ = o = 'k(du''{- dv^); 

on a 



Ces deux equations determinent sur la surface un double systeme de lignes imagi- 
naires. Ces lignes peuvent etre regardees comme des lignes geodesiques; enchaque 
point leur plan osculateur est normal a la surface. 

En effet, les tangentes aux courbes que nous considerons sont paralleles aux 
generatrices du c6ne, 

et les plans osculateurs de ces courbes sont les plans tangents au cone suivant les 
aretes correspondantes. Pour avoir les directions des tangentes en un point de 
la surface, il faut couper le cone par un plan parallele au plan tangent en 0. Ce 
plan coupera le cone suivant deux generatrices imaginaires qui seront les directions 
cherchees. Les plans tangents au cone suivant ces deux generatrices sont normaux 
au plan de section, car ils vont passer par le diamelre conjugue a ce plan qui est 
toujours la perpendiculaire au plan. Done, sur la surface, le plan osculateur passe 
par la normale. 

Ainsi, en integrant Tequation 

ds* z= o, 

on aura une integrale particuliere, avec une constante arbitraire de Tequation des 
lignes geodesiques. Mais on ne sait pas integrer sur toutes les surfaces I'equa- 

tion 

ds^ =1 o, 

ce qui revient a dire qu'on ne sait pas ramener sur une surface quelconque ds'^ a la 
forme 

ds^='kdx djr. 
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Dans les surfaces que nous etudions on a 
si Ton fait d$^ = o, il vient 

+(p) +(pi) 



§ IV. — Noiweaux systemes de surfaces ort/iogonates . 

10. Considerons d'une maniere generale tous les syslemes de coordonnees ortho- 
gonales qui conduisent a Texpression suivante de ds^j 

L 9(P) +(P«) x(p>) J 

Gette forme comprend comme cas particulier la forme (1^2); les raisonnements 
que nous allons faire s'appliqueront dans tous les cas au moins au systeme ortho- 
gonal des surfaces du quatrieme ordre. 

On pent etendre a tous ces systemes les considerations dont M. William Roberts 
a fait usage pour les coordonnees elliptiques (*), et determiner ainsi de nouveaux 
systemes orthogonaux. 

Soient deux surfaces dont on donne les equations differentielles, 

I P rfp -f Q rfp, -h R rfp, = o , 
1 Frfp-f-Q'rfp.-f-R'rfp, = o. 

Les normales a ces surfaces font avec les normales aux trois surfaces/?, p^^ p^ des 
angles dont les cosinus sont proportionnels a 



Pt/__?M__ oi/ iiPil— , Ri/__JLiPiL_ 

pour la premiere-surface, et a 



p./ ?1pJ , Q../ i^(p) R/./ xiPi) 

V {9—9^)i9-9^y V (9i—9)(9y—92)' V (p> — P)(P» — P. 



(•) Journal fie Crelle, t. LXII. 



= a 



= P, 
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pour la seconde. Par suite, la condition d'orthogonaiite des deux surfaces eat 

(p — pi)(p— pO (p.— P)(p. — pO (p»— P)(p3— Pi) 

Gette condition est satisfaite pour deux quelconques des trois surfaces qui ont pour 
equations : 

J V^(p_A)cp(p) j v^(p.~/i) + (p.) c' N^(P=-A)X(P0 

{,6) ) r rfpv^(p_-7.A)(p^^ )^ r rfp.v/(p.-A)(p7^A-- )^ r £/p,v/(^--A)_(p^^ ) 
)J ^(p-A')(p(p) j v'(p.-A')+(p.) c./ \/(p.-A'yx(pO 

rrfp^^2g£^A[) _^ r rfp.v^(p.^A)(p^~A-) ^ r rfp.v^(p,-A)(^;^rA^) ^ 

J v/(p-A'^)?(p) ^ v^(pr->)+(p.) J V(p.-A")x(p,) 

Prenons par exemple les deux premieres; la condition d'orthogonalite devient 

p — A p, — A p, — A 

(p — pO(p — Pi) (Pi — p)(p.— Pi) (p.— p)(p» — p.)""^' 

et elle est identiquement satisfaite quel que soit h. 

Si Ton considere a, |3, 7 comme des parametres variables, les equations (16] re- 
presentent un systeme orthogonal. A, h\ K' sont trois constantes arbitraires; elles 
doivent etre inegales pour que nos trois systemes orthogonaux ne se reduisent pas 
a deux. On pent meme leur donner des valeurs infinies, a la condition derempla- 
cer les binomes comme p — A, p, — A, pa— A, par une constante quelconque. 

On peut ecrire d'une maniere abregee les equations des trois surfaces du sys- 
teme (16). En effet, si Ton pose 



('7) 



0^ r rfp\/(p-A)(p-/i-)(P~A-) , / 

J v/?(p) j 



f-f/p.v/(p.-A){p,-A')(p.~A^) 



V^^{p.) 



f 



rfpiv'(p7— A)(p,— A')(p, — A*') 



Vx(pO 



les equations (16) peuvent s'ecrire 



f'B) rfA=«, 5yp=P» 5p=7- 

1 1 . Dans le systeme des surfaces du quatrieme ordre, on a 

cp(jr)=:q;(j;)=:X(^)=4(^'— 4^') (^ ■+•«)( ^ -+-*)(^-^^)- 
Annates scientifiques de I'tcole NormaU superieure. Tome HI. I 5 
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On pourrs disposer de A, h\ hT de difTerentes maniferes» par exemple, faire 

A =: — a, A'=: — fr, h''z=—c; 

danscecas les integrations indiquees dans les equations (i6) pourront etre efTec- 
tue^s, mais je n^insiste pas sur ces cas particuliers» qui ne presentent oi grande 
difBcuUe, ni grand interSt, et j'arrive a une consequence plus importante. 

^ V . — Lignes geocUsiques des suf faces dii second degre. — Integration 
des Equations abSliennes par les coordonnees elliptiques. 

12. Gonsid^rons le cas des coordonnees elliptiques. M est constant. Faisons 
A =00 , c'est-a-dire, dans les equations ()6), remplacons par Tunite les binomes 
(p — A), (/)| — A), (p, — A). Nous aurons le systeme triple orthogonal 

CsfWE^^E)d,^ {i^E^^E},,,^ r^^pH^^>rfp,=«, 






V?(pO 



c/ V P~A' v^^Tm VVFr==^^/^(^ JV P.--A' 



— A" rfp, 



V^^Tp] J V p.-A' ^cp(p.j J V P.-A' y^(p,) 

D'aprfes les formules bien connues relatives aux systfemes orthogonaux, on a 



IdMy /dvy (duy 



- ?(p) fdvy . ^ip.) (dijy , 9(po /rfuv 



-r- -h : ^^^^^ : 



(p.— p)(Pi— p) \rfp/ (p. — p)(p. — p>) v.rfp./ (p 

Appliquons cette formule au premier de nos systfemes, nous aurons 



y(p») /rfuv 
■i— P)(p,— p.) \rfpj 



'"^Vf (^Vi (^^V^ (P-"^')(P'-^') I (P.-A^)(p.-A^^) , (p.-A-)(p.-A-) ^ 
.Jo.'/ \€<r/ \rf^/ (p — p.Xp-pa) (p,-p,)(p. — p) {9^'-9)(h-'9t) 



Le premier de nos systemes est done forme de surfaces parallfeles, et, par suite, les 
deux autres systemes sont formes des surfaces developpables qui coupent les sur^ 
faces paralleles suivant leurs lignes de courbure. Ces surfaces developpables se 
coupent suivant des droites tangentes aux deux surfaces 

p = A', p = A". 

En effet, prenons la deuxieme des equations (19) : cette equation represente, nous 
venons de le voir, une surface developpable. Pour p = A", la direction du plan 
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tangent est determinee par T^quation 

dp = o. 

Ainsi cette surface est tangente ^ la surface 

Les generatrices rectiiignes sont done tangentes aux deux surfaces 

et par suite les aretes de rebroussement des deux syst&mes de surfaces developpa- 

bles sont sur les surfaces 

p = h', p=h\ 

II resulte de ce qui precede deux consequences. 

D*abord les deux derniferes equations (19), qu'on pent ^crire 

( f dp ^ r dp. ^ r _dp ^ ^^jzJL, 

/.9V)JWP-A')(P-A-)?(P) JV'(P.-/0(P.-A")?(P.) JV'(P.-A')(P.-A'')?(P0 A'^-A' 

I C P^P C P'^P' f _ fr^P» _ PA--yA- 

Uv^(p-A')(p-A')9(P) J\/(P.-A')(p.-A")9(p.) jv{p.-A')(p,-A'')(p(p,) A"- A' ' 

representent une droite. Or, ces equations sont les equations abeiiennes a trois 
variables. Ainsi on pent integrer par la geomeirie les Equations abeiiennes (*). 
En second lieu, les aretes de rebroussement sont les lignes geodesiques des surfaces 
du second degr^. Par exemple, sur la surface 

P = A', 
Tequation d'une ligne geodesique est 

h" et >. etant deux constantes arbitraires. 

§ V I . — Integration des Equations abeiiennes par le sfsteme des surfaces 

du quatrieme ordre. 

13. Revenons aux systfemes les plus generaux compris dans la forme (i3)» et 

(•) M. Liouville a employ^ la M^canique dans son beau M^moire xur quekjues cas particuliers ou les 
equations du mouvement d'un point ntateritl peuoent s*int^grer. Mais dans line Note sur un th^or^me de 
M. Chasies (Journal de Math^mutiques, i85i), il annonce qu'on peut se dispenser dc recourir a la M^a- 
Qiqae et fir«met un article qoi , je crois, n'a pas ^t^ paMi#. 

i5. 
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soient les deux equations difTerentielles 



,. ) \^(P-*)?(P) V^(p.-A) + (p.) V^(P>-A)X(P>) 

(20) 

J dp dpi dpi _ 

Ces deux equations representent une ligne: leurs integrates generales s'expri- 
inent de la manifere suivante : 

f^ P^P 4- f-- -^t ^ r ■_ei^_ ^ const., 

J v^(p-A)(p(p) J v'(p.-A)4;(p.) ,/ v^(p,-A)x(p.) 

r, ^P -^ r_._iPL__ ^ r ._^P- . . :. const. 

J v^(p-A)9(p) J v(p,-A)4,(p.) J ^(p,-A)x(p.) 

Mais ces integrates contiennent des transcendantes qu'on ne pent pas exprimer 
en termes finis. Ainsi, dans le cas des surfaces du quatrieme ordre, les polynonies 
sous les radicaux sont du sixienie degre, et les equations (iio) sont les equations 
abeliennes les plus generales a trois variables. Nous allons donner un moyen de 
trouver les integrates des equations (20) en termes finis, et Ton aura ainsi une 
nouvelle demonstration geometrique du tbeorfeme d*AbeI pour les equations a 
trois variables. 
On deduit des equations (20) 

_ dp rfpi rfpa 

V(p-A)y(p) __ v/(p. — A)iKp.) _ v^(p,— A)x(p7") 
pi — p» p^—p p — p. 

Si I'on appelle da, dCt^ dtj^ les projections de Telement de courbe sur les nor- 
males aux trois surfaces 0, p^, p^^ on aura 



rf^^^^pv^(p--pO(p_z:PO,..., 

mp) 

ce qui donne 

d(7 dffi d(Ti 



r-r-» 



V(P — A)(p, — p,) vnpT— A)(p,— p) v/(pa- A)(p — p.) 
et par suite 

(21) rfo-' -f- da] -+- rf(7J = o. 

Gette dernifere equation nous montre que les tangentes a la courbe chercbee sont 
paralleles aux generatrices du cone 

D'ailleurs, si nous retrancbons membre a membre les deux equations (20), 
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apres avoir mulliplie la seconde par h, nous aurons 



V9(P) v + (p.) vx(pO 

ou, en integrant, 



Cette equation represente une surface sur laquelle doit se trouver notre courbe. 
Cette surface est developpable, car on a 

et les generatrices de cette surface developpable sont paralleles a celles du cone 

jpt -4- /» -4- 2* = o. 

La courbe devra se trouver sur cette surface et etre tangente aux generatrices; ce 
sera done ou bien une generatrice ou bien Tarete de rebroussement de la surface. 
Les generatrices repondent a la solution generate des equations (ao); les aretes 
de rebroussement, aux solutions singulieres. Pour definir completement les sur- 
faces developpabies /x, il sufBt de remarquer qu*elles ont leur arete de rebrousse- 
ment sur la surface 

p = A. 

Les droites sont tangentes a cette surface; leur equation ne contiendra done que 
deux constantes arbitraires. 

14. Nous sommes conduits par ce qui precfede a cbercber les systemes ortbo- 
gonaux compris dans la forme (i3); car ces systemes nous en donneront d'autres 
immediatement, et, de plus, ils pourront nous conduire k Tintegration d'equations 
analogues aux equations abeliennes. J'entreprendrai cette rechercbe dans la troi- 
sieme Partie de ceMemoire; il resultera de cette recherche que le systfeme des 
surfaces du quatrieme ordre est le seul qui soit compris dans la forme (i3). 
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DEUXifiME PARTIE. 



/ r 



RECHERCHES SUR LES SURFACES ORTHOGONALES EN GENERAL. 



Ji^ VII. — Reduction du probleme a la nf solution d'une equation aux dSri- 

{fees partielles a trois variables independantes . 

15. M. Ossian Bonnet a montre le premier, dans une communication faite 
en 1 862 a I'Aeademie des Sciences, que le probleme de la determination des sys- 
temes orthogonaux se ramene k la resolution d*une equation aux derivees par- 
tielles du troisieme ordre; en sorte que le probleme serait immediatement resolu, 
si on pouvait obtenir Tintegrale generate de cette equation. Ce resultat a une 
grande importance, parce qu'il indique et precise Tordre de difficulte du pro- 
bleme. C'est ainsi que Ton a fait un grand pas dans la recherche des surfaces 
applicables les unes sur les aulres, quand on a montre que le probleme se r^duil 
^ Tint^gration d'une equation du second ordre. 

Je me propose d'^tablir ici le resultat do k M. Bonnet, en suivant une marche 
differente de la sienne. 

Je commencerai par rappeler le celebre theorfeme de M. Charles Dupin, qui a 
ete le point de depart des recherches sur les surfaces orthogonales. On Tenonce 
ordinairement ainsi : 

Quand on a trois systemes de surfaces se coupani a angle droits deux swface$ 
quelconques appartenant a deux systemes differents se coupent suivant tears lignes 
de courbure, 

Ce tbeoresie est contenu daus le suivant : 

Pour que deux systemes formes de surfaces orthogonales soient orthogonaux d 
un troisieme systemCf il faui et il suffit que les lignes d' intersection des surfaces 
appartenant aux deux systimes soient des lignes de courbure des surfaces. 

Pour 6ao&€er ce theoreme d'une maniere complete, il faut ajouter au theor^me 
de M. Dupin le theoreme suivant : 

Quand deux systemes de surfa^ces orthogonales se coupent suivant les lignes de 
courbure de ces surfaces, il existe un troisieme systeme orthogonal aux deux pre- 
miers. 

Considerons trois systemes orthogonaux dont les equations en coordonnees 
rectanguiaires soient 
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on doit aToir ideutiquement 



(23) 



dad^ da d^ da d^ __ 

da: dx dr dy dz Hz * 

da dy da dy da dy 

dx dx dy dy dz c[z ' 

d^ dy ^d^dy d^ dy _ 



dx dx dy dy dz dz 

Des deux derniferes equations on deduit 

dy dy dy 

, ,, dx dy dz 

(a4) - •' - 



dad^^dad^ dad^^dad^ da d^ da d^' 
dx dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx 

et, par suile, Tequation 

' \dy dz dz dy) \dz dx dx dz } ^ \dx dy dy rfj?/ ^~"** 

est integrable. 

Reciproquement, si Inequation (25) est integrable, on pourra trouver un sys^ 
teme orthogonal 

y = (p,(:r,j, z), 

satisfaisant aux equations (24). c*est-k-dire orthogonal aux deux systemes (a), (j3), 
J^rivons la condition d*integrabiiite ; nous avons 

rfy/rfarf'P da d'^ da rf'(3 rf(3 rf»« rfS d'a rfS d*a \ 

rfa: \rf^ rf:r' dy dxdy dz dxdz dx dx^ dy dxdy dz dxdzj 

dy/da d'^__ ^da d^ da rf'(3 d^ d^a _d&d^a rf(3 rf»g \ 

dy* \dx dxdy dy dy^ dz dyuiz dx dxdy ay Up elz dydz) 



dy Ida rf'g da rf'P da d^ rf(3 d'a _ d^ d'a _ d^ d^a\ _ 
dz \dx dxdz ^ dydz ^ dz* ^5 dxdz dy dydz dz ~3i^ } ~ °' 

equation a laquelle il faut joindre 

da d^ da d^ da d^ _ 
dx dx dy dy dz dz 

Si Ton difTerentie cette derniere equation par rapport a x, y, z, on aura 

da rf»p da d'^ da rf'jS _ ( d^ d'a dp d'a 



d^ d'a \ 
dz dxdz) 



dr dx^ dy dxdy dz dxdz \dx dx* dy dxdy 

da rf^(3 dad^ da d ^ _ /rf(3 d*a ^ r/(3 rf'« c/(3 d*a \ 

dx dxdy dy dy^ dz dydz "~ \dx dxdy dy* dy* dz dydz / 

da d*p da d*^ da d^ _ Id^ d*a d^ d*a d^ d'a\ 

dx dxdz dr dxdz dz dz* "" \dx dxdz dy dydz dz dz^ j 



Del. 
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Ges trois equations permettent de simplifier la condition d'idtegrabilite, et dc 
I'ecrire, en rempla?ant ^» -3^1 --X par les quantites proportionnelles : 



dx dy dz 



da 
dx 

dx 



dad^ 
dx dx^ 



dx 

d^ 
dy 

dad^ 
dy dxdy ' dz dxdz^ dx dxdy^ dy dy^ 



da rf'(3 da rf'|3 da rf*(3 



,— 1 



da rf'(3 da 





d« 
dz 








dp 
dz 






d^^ 
dxdz 


da rf'P 
dy dydz 


-t 


d'p 
ds' 



Soient (?iF, (?y, &z les accroissements que prennent a?, y^ z lorsqu'on se deplace 
infmiment peu dans la direction de la surface a; on a 



(16) 



da 
dx 

dx 



da da 
dy dz 

Yy ~" 37 



da d^ da d'^ da d-^ _ dx ^ d^ 
dx dx^ dy dxdy dz dxdz dx ' dx 



et la condition d'integrabilite devient 



(^7) 



dx, 


*r. 


dz 


dp 

dx 


dp 


dp 
dz 


\lx' 


dy- 


"dz 



= o. 



Sous cette forme, nous reconnaissons immediatement que la direction &x, &y, &z^ 
qui est celle de la normale a la surface a, est celle d'unc des lignes de courbure 
de la surface |S. Done la ligne d'intersection des deux surfaces est tangente a 
I'autre ligne de courbure de la surface (|3), et par suite les deux surfaces se 
coupent suivant une ligne de courbure. Ainsi la condition d'integrabilite exprime 
que les deux surfaces se coupent suivant une ligne de courbure, et, comme cetlo 
condition est necessaire et suffisante, il en resulte le theoreme enonce. 

16. Passons maintenant a notre objet principal et cherchons les conditions 
auxquelles doit satisfaire un systeme oc = (p{x,y, z). pour que ce systenie fasse 
partie d'un systeme triple orthogonal. 

Deterininons en cbaque point les directions des lignes de courbure. 

On a deux equations de la forme 



(28) 



dx dy dz 



dx 



3r 



dz 



L ~" M ~ N '^^ L' ~ M' "" N' 
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Dans ces equations, L, M, N, I/, M', N' represenlent des fonctions des derivees 
premieres et secondes de a, fonctions qu'il serait penible de calculer. Les tan- 
gentes aux lignes de courbure doivent etre les normales aux deux systemes con- 
jugues du premier. Done les equations 

L rfj7 -f- M rf/ 4- N rf2 = o, 
Udx -h M'rfr -h N'rfz = o 

doivent etre integrables. Je dis que si la premiere Test, la seconde le sera aussi. 
En effet, si la premiere equation est integrable, on aura un systeme de surfaces 

(29) |3=r jl{Ldx-hMdr-hfidz) 

orthogonal au systeme a et ayant ses normales tangentes aux lignes de courbure 
des surfaces (a). La condition d'integrabilite ( 27) sera done satisfaite, et Ton aura 
le troisieme systeme orthogonal par la formule 

(30) y=r CwiUdx-hWdr-^^'dz); 

ainsi, la condition unique a laquelle doit satisfaire a, c'est que la premiere equa- 
tion 

Ldx -h M rfr -4- N rfz = o 

soil integrable, ce qui donne 

equation unique aux derivees partielles a laquelle doit satisfaire a. Cette equation 
est du troisieme ordre; elle est lineaire evidemmenl par rapport aux derivees du 
troisieme ordre. D'apres ce qui precede, on voit que toute solution de cette equa- 
tion donnera un systeme orthogonal. 

Cette equation aux derivees partielles, nous ne la formerons pas dans le cas 
general ; elle est tres-compliquee et parait tres-difficile a integrer. Remarquons 
seulement qu'on en connait deux solutions avec une fonction arbitraire de deux 
variables. La premiere solution est donnee par le systeme des surfaces paralleles a 
une surface donnee ; la deuxieme par le systeme qu'on obtient en transformant 
par rayons vecteurs reciproques un systeme de surfaces paralleles. Mais il est evi- 
dent que ces solutions ne constituent pas Tintegrale generate de Tequation. Quoi- 
qu'elles contiennent des fonctions arbitraires, ce sont peut-etre des solutions sin- 
gulieres. En dehors de ces solutions on ne connait pas d'integrale complete de 
Tequation. Le systeme des surfaces du quatrieme ordre contient quatre constantes; 
en rapportant a des axes quelconques on en introduit six, et en transformant par 

Annates scientifiqurs de FKcnle Normah siiperieure. Tome HI. ID 
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rtyons vecteurs reciproques, le pdie etant quelconque, trois nouvelles, ce qui ftftil 
en lout treize constantes : or Tintegrale complete devrait en contenir dix-neuf. 

AiBsi, le probleme de la recherche des surfaces orthogonales depend d'une equa- 
tion du troisieme ordre a trois variables. II parait done beaucoup plus difficile que 
la plupart des problemes de Geometric, qui dependent d'une equation du second 
ordre a deux variables. 

§ VI1 1. — AJSthode generate de recherche des systemes orthogonaiu:. 

17. Cette metbode est fondee sur les equations que M. Lame a donnees dans 
son ouwsi^e sur les Coordonn^es cun^ilignes (*). Soit I'expression de ds^ 

[3%) A» = H'rfp' -f- h; rfpf -+- h; dp\. 

Les fonctions H, H|, Hs satisfont a six equations difTerentielles qui sont : 

^'H I dU r/H. I dn r/U, 



(33) 



dp^dpi H, dpi doi H, dpt dp^ 
rf«H. I JH, rfH, I d\V, dW 



et 



d^ dpi ~ H3 dp-i dp H dp dp^ 

^IHl _ J. <{H, rfH I rfH, rfH. 

dp dpi ~ H dp dpx H, c/p, dp 

; \,H. dpj ^ dp \H dp 1'^ ill dp, dp, -'"' 



dp 

] rf^ /j_ rfH,\ j[_i±<l^\ I dn, da 

'^^ \dp\H dp)'^dp,\\hdpJ'^H\dpi dpi 

\ dp. III, dp, I "^ rfp. Ih, dp, j "^ H' dp dp "" 



^o. 



o. 



Nous allons reprendre rapidement la demonstration de ces six equations, et 
nous prouverons en meme temps qu*elles sont a la fois necessaires et suffisantes, 
c'est-a-dire que si Ton a trouve des valeuis de H, H,, Hj satisfaisant a ces six equa- 
tions, on obtiendra necessairement un systeme orthogonal. 

Pour cela, nous commencerons par transformer les equations precedentes, et au 
lieu des quantites H, H|, H2, nous prendrons pour inconnues les six quantites 
donnees par la formule 

oil I est diiferenl dey. 



(*) Legons sur les Coordonnees curviligncs et ieurs tlivcrsvs nppUvations. Iu-8° avec figures dans le texte; 
1859. Chez Gauthier-Villars, libraire. Prix : 5 francs. 
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On pourra remplacer les six equations f33), (3/|) [voir Lame, p. 76J par les oeuf 
equations 

(36) {d^ = ^„^„ ^' = |3«^. 

(37) { -f- -h -f- -+- Pt, p., = O , 






\ //p rfp 



Piipi. = 0. 



Nous avons six inconnues au lieu de trois; mais il v a trois equations de plus.* 

Pour demontrer ces equations, designons par U, U|, Ua les eosinus des angles 
que font avec Taxe des u (*) les normales aux trois surfaces p. pi, 1&2; Texpression 

HUrfp-hH.U.^/p. -hH,U,^p, 

doit etre une differentielle exacte, puisqu'elle est egale a du. 

De plus on a 

U' -+- u; -4- \}\ = I ; 

differentiant cette equation et exprimant les conditions d*integrabilite, nous trou- 
verons (voir Lame, p. 74) 

On aurait de meme d*autres equations qui donneraient les derivees partielles 
des fonctions U,, L'a. Cela pose, differentions la premiere des equations (38) par 

rapport a pa, la deuxienie par rapport a pi : on aura deux valeurs de - — — qui 

devront etre egales, re qui donne 



^^^-^•'^") = "'(^'-^-^" 



C) It desi^nc. suivaiil les notations de M. Ivam^. une quelronque det» trois letlres .r. y, z. 

16. 
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Gette equation doit avoir lieu pour trois valeurs differentes du rapport tt^; on aura 
done 

Par des permutations d'indices on aura les six equations (36) qui se trouvent 
ainsi demontrees. 

Pour trouver les equations (37), on n'aura qu'a exprimer que les deux valeurs 

de rr—f- que Ton obtient en differentiant la seconde des equations (38) par rap- 
port a p et la troisieme par rapport a p^* sont egales. 

Reciproquement, si les neuf equations (36) et (37) sont satisfaites, les equa- 
tions (38) et les six autres equations analogues donneront des valeurs de U, U^ U2. 
Ges fonctions seront determinees lorsqu'on connaitra leurs valeurs initiales, car 
les neuf equations fourniront les derivees premieres, et les equations obtenues par 
la difTerentiation les autres derivees. Ainsi, quand on aura trouve H, H|, H,, on 
pourra toujours obtenir des fonctions U, Uo Us, satisfaisant aux equations (38 : et 
aux six equations analogues. 

Prenons trois svstemes de valeurs 

U, U., U,; V, v., V,; W, W., WV 
Soit I'expression 

UV-+-U.V.-f-U,V,; 

si Ton differentie cette expression par rapport a une queleonque des coordon- 
nees p, j5«,p2» on trouve, en remplagant les derivees par leurs valeurs tirees des 
equations (38), un resultat identiquement nul. On a done 

UV -h U. V, -+- U,V, — consl., 

et si Ton a choisi convenablement les valeurs initiales, on aura 

UV-+-U,V.-+-U,V,=:o. 

De meme, 

VW-f- V.W,,-+-V,W,:r:::0, 

UW-hU.W. -+-U,W, = o. 

Done on pourra constituer un systeme orthogonal, et en integrant les expressions 

telles que 

HUrfp-hH.U.rfp. -f-H,U,rfp„ 

on aura les coordonnees u exprimees en p. p,, pj. Ainsi, a tout systeme de valeurs 
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de H, Ho Hs satisfaisant aux six equations (33), (34) il correspond bien un systeme 
orthogonal. 

En resume, ie probleme attaque par cette voie coniprend deux parties dis- 
tinctes : 

La determination de trois quantites H, H|, H2 par six equations simultanees, et 
la determination des cosinus U. 

En general, on ne pent pas trouver trois ibnctions satisfaisant a six equations. 
II semblait done que le probleme ne pouvait avoir qu'un nombre limite de solu- 
tions. On voit combien est important le resultat du a M. Bonnet. 

Avant de connaitre les recherches de M. Bonnet, j'avais essaye d'integrer les six 
equations en H. Je n'ai pas reussi, mais j'ai ete conduit a quelques resultats qui 
nous seront utiles plus tard et que je vais exposer. 

^* IX. — Integration des Equations en H , H, , H^ . 

18. Occupons-nous d'abord de la determination des quantites que nous avons 
designees par jS,y . 

Les equations (36) s*integrent sans difficulte; on en deduiten etTet 

^^ ( p.. (3.. )= (3.0 ^' -^ P- ^ = P- P- (^. ^ p.. (^. P- 

= J^(P.^P..) = 5^(P..P«). 
Ainsi on a 

(39) ^(P..P..)=^(P..(3n)=^^((3..i3..) = P..(3..p,.-h(3..p,.p«. 

On peut poser, en introduisant une fonction auxiliaire Y, 

d^\ rf'V rf'V 

Pour la commodite du calcul, nous emploierons les notations suivantes : 

( 42 ) %x Pii |3m = m, p„ p„ (3., = n ; 

on aura 

(43) m -+- n := 6, mn^= aa^a^. 

Done m et n peuvent etre consideres comme connus lorsque la fonction V Test. 
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La [Meniiere des equations (36) donne 

Oil 

On deduit de la par Tintegration 

— <^p,-4- A, 

et de meine 

(46) ?.. = e-' -« 

A, et Ba designent des fonctions de p et de pt ne dependant pas de P2; ellesdoivent 
etre choisies de telle maniere que 1e produit jSoi /3,o soit egal a a^. Une seule est 
done arbitraire. 

Ainsi, toutes les quantites /3 s'expriment en fonction de Y. Le probleioe revient 
a determiner cette unique fonction, et les fonctions de deux variables telles que A,. 
On a 

Ecrivons que ces quantites |3 satisfont a la seconde des equations (l\2). Nous aurons 



(4B) 



ri'f'^f^/p^'^f^''^^''-^^^^^^^^ 



Prenons les logaritbmes des deux nombres et lesderivees suecessives par rapport 
a p, p,, P2* nous obtenons 

^ dpdp,\a,) dp~api\a,) dpidpA.a I apUp.apt^ 

equation du sixieme ordre a laquelle devra satisfaire la fonction V. 

Le probleme parait bien simplifie : il semble que Ton n*aura plus qu*a substituer 
les expressions des |3 dans les equations (37), et Ton aura alors quatre equations 
simultanees auxquelles devra satisfaire la seule fonction Y; mais je vais montrer 
que generalement, si les equations (36) sonl verifiees, les equations (37) se redui- 
sent a une seule. 

19. Designons en effet parw, a,, u^ les trois premiers membres des equations (37). 
Si les equations (36) sont verifiees, on a identiquement 

IKK ^"' /a o ^^^ fi r. ^^^ m ^ fSL 

(^) ^ =Pa. M -h (3,,^/,, ^ =(3nl/, -h p„l/, — =:p«, li, -+-poM,; 
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On peut transformer ces equations el les ecrire 

Si une des trois quantitesu, ic«, li,, ^2 p^i* example, est nulle, les equations (5i) 
nous dounent 

(52) tt, P^o^rA,, mP„=A, 

A, A, designant des fonctions qui ne contiennent pas, la premiere p, la seronde p|. 
Portant ces valeurs de <i, u^ dans la troisieme equation f 5i), nous avons 

Cette equation est verifiee, 



p-r 




I" si 


m — /i, 


2° si 


\ A, 



mais en general ces deux cas n'auront pas lieu. II faut done que Ton ait A = o, 
A| = o, ce qui entraine m = o, a^ = o. Par suite, les equations (37) se reduisent a 
une seule, excepte dans les deux cas particuliers que nous venous d'indiquer. 

Ainsi la fonction V doit satisfaire au moins a deux equations aux derivees par- 
tielles. Si nous ne savions pas que le probleme se ramene a une seule equation, 
nous poursuivrions les calculs malgre leur difiiculte; car dans les equations (37J, 
la fonction V entre sous les signes d'integration . Mais il est peu interessant de 
developper ces calculs, maintenant que nous savons que le probleme ne peut se 
resoudre par des differentiations et des eliminations. 

20. Quand on aura determine la fonction Y et les quantites jS, on aura a deter- 
miner les fonctions H, H,, H,. La formule (35) nous donne 



I rfH „ I rfH 

"«~ 1 — » n2 — ^ T~~ 1 — 
P.c tf pi pw «pi 



et, en portant ces valeurs de H^, H3 dans les autres equations que renferme la 
formule (35;, on aura 

( d'H I d^,. dn 



dp dpi p„ dp dp, 



— Ha, = 0, 



/«x / rf'H I rfp,o rfH „ 

dpdpi p„ dp dpi 



d^R m dR n dU _ 



dpxdpi a, dpx a, ^p, 
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II nous reste a indiquer comment on determinera les cosinus U. On aura 

ces equations donneront U«, U,. On determinera U par les deux equations 

I dp "^ ?., rfp, "^ p., dp, ~ ^' 

(38 /^r) \ 

'''^[d^JW.^WJwr'' 

21. Les quantites jS// ont la relation la plus directe avec les courbures des sur- 
faces. En effet, designous, a Texemple de M. Lame, les six rayons de courbure 
par la lettre r avec Taccenty et Tindice i, Tindice i etant celui de la surface et 
I'accenty representant Tindice de Tare; on aura 

?•• — — 7"' Po, — — p-^ 

(54) {^-=-y^ ^'''=-~7: 






{f'oir Lam£, p. So.) 



On pourra done, dans cette methode, introduire lacilement toutes les conditions 
relatives aux courbures des surfaces. 



TROISIEME PARTIE. 

APPLICATIONS DE LA iMETHODE EXPOSEE DANS LA DEUXIEME PARTIE. 



§ X . — Determination d'une classe particuliere de systemes orthogonaujc, 

22. Au n** 19, nous avons ete conduit a examiner le cas oil Ton a 

b 

m — /I = O, W =r /I = - » 

ou bien 

(55) b- ^ ^aaxa,^=o. 
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Alors la fonction V satisfait, non plus a une equation du sixieme ordre, mais 
a une equation du troisieme ordre, Tequation (55). 
Dans ce cas» on a 

, ". '=e'J'^ =^^/a.; 

de meme, 

Dans ces equations, comine dans tout ce qui suivra, ies grandes lettres B, B^ B, 
dcsignent des fonctions quelconques qui ne contiennent pas la variable ayant 
meme indice. Ainsi B/, A; ne contiennent pas pi. 
Les quantites J3 doivent satisfaire k Inequation 



on aura done 



- = m = p.,p„PM; 
2 



^ ' / 



ce qui donne 

(56) BB.B,=ri. 

Si Ton donne une valeur quelconque a |0, B n'est pas change, B, devient une 
fonction de p2f B^ devient une fonction de pf. Done B est de la forme 

yih)' 

de meme, 

R _yih) « _ «(p) 

«(P) P(p.) 

Avec ces valeurs de B, Bf, B,, les expressions des |3 deviennent 

Exprimons que ces valeurs des |3 satisfont aux equations (4o); nous aurons« 
par exemple, en substituant dans la premiere, 

^ [«.«Mp)] + ^ [«a(3Mp.)] -h feyMpO ==o, 

j4 /males scientifiques de Creole Nor male sup^rieure. Tome HI. in 
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or. 



./i[-'''^^^''<^r-(P.)^] = 



Les deux aulres equations (4o) donneront de meme 

on aura done 
On peul poser 

«Mp)=P'(p.) = yMpO = '; 

car, si eela n'avait pas lieu, on remplacerail p, p^^p-x p^i' des Fonctions conve- 
nables; on poserait 

a'(p) 

Ainsi la fonction V doit satislaire a requation 



d\ d\ ify ., . ^, . n, s 



dont I'integrale est 



V=Ja(p)^P+ jB(p.)rfp. -.Jc(p,)rfpa4-F(p-p., p-p.). 

On pent prendre 

(58) V^F(p-p.,p-p,); 

car la fonction V n'entre dans les |3 que par ses derivees secondes prises par rap- 
port a deux variables differentes. 
On aura 



/ d*\ / d*y / d*\ 

(59) ?..-p..=V5?3?;' P"-^"=V5^' ^"^^--Vs^ 

Rappelons-nous que V doit satisfaire a Tequation (55j. 
Posons 

p~p, rrrar, ^--p,=zy'; 

alors 

//y f/v ff\ //y _ ^v ^' _ d\ 

rfp dx dy dpt dx rfp, ~~ If 



• • • « 



* ■■ . - _-■ -T -......-. , - - ^. - 



< • '• ^ ■.*'*^'*^>:- -^^V^^-'-r ->'^^ • -,^ 
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L'equation (55) deviendra 

Toute solution de cette equation nous donnera un syst^me orthogonal; on aura 
les J3 par les equations (59), les H par les equations (53)i, et les U par les equa- 
tions (38). Les equations en U deviennent, dans le cas que nous etudions, 



„^ ^^ ,,, I (d\]y I (day 



f/U rfU rfU 

dp dpi dp 



La premiere de ces deux equations nous montre que toutes les quan tiles U seront 
fonctions de p — jO,, p — jO,, 

23, Nous allons insister sur cette remarque, parce qu'elle nous donnera une 
propriete geometrique du systeme. En tous les points do I'espaee pour lesquels 
/9 — jOi, p — p^ conserveront la m^mR valeur (ces points forment une courbe), les 
normales aux trois surfaces conserveront la meme direction : ceci n'a pas lieu 
en general. Si Ton cherche le lieu des points oil les normales aux surfaces p, par 
exemple» ont une direction donnee, en ces points les normales aux surfaces p^ 
n^auront pas une direction fixe. 

La propriete que nous venons de constater revient a cellc-ci : 

Les trojisformdes spheriques des lignes de courbure de toutes les surfaces dun 
mime sy slime sont les mimes. 

C'est ce qui arrive, par example, pour les surfaces paralleles, pour les surfaces 
de revolution ayant m€me axe et des m^ridiens orlhogonaux, etc. 

Les coefficients des equations (53) qui donnent H ne contiennent que les |6 
qui sont fonctions de p — Po P — P2 • on pourra done determiner des valeurs 
de H, H|, Ha, fonctions seulement de p — p^t P "^ Pt- L'expression de ds^ sur la 
surface p = C sera 

ds' — F (p — p,, p — p,)dp^, -h F,(p — p„ p — p,) dp] - F ( wT, x) dx' 4- F,( x,/) dy\ 

en posant 

Done toutes les surfaces d'un meme systeme sont applicables Tune sur Tautre, et, 
comme les normales aux points correspondants sont paralleles, les surfaces sont 
toutes egales, et Ton pent amener Tune d'elles a coincider avec toutes les autres 
par une simple translation. Ainsi on obtient des systemes orthogonaua: engendres 

m 

par des surfaces restant invariables de forme et se deplagant paraflekment a dies- 
mimes, 

t '^ 
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Par cxemple, prenons deux cones circulaires droits ayant meme axe et se cou- 
pant a angle droit. Si nous deplacons ces deux cones en faisaut glisser leurs som- 
mets sur Taxe commun> nous engendrerons deux systemes de cones se coupant a 
angle droit. Le troisieme systeme sera forme de plans passant par Taxe. 

Mais ce systeme des cones circulaires droits n'est qu'un cas particulier, puisque 
Tequation (60) en V pent s'int6grer avec trois fonctions arbitraires d'une seule 
variable. 

J^* XI. — Systemes orthogonaux pour lesquels les Ugnes de courbure 

sont planes. 

24. D'apres le theoreme de Joachinisthal, si la ligne de courbure p, est plane, le 
plan de cette ligne de courbure fera un angle constant avec la surface p, par 
exemple. 

Soit 0/9, la ligne de courbure pf ; soient OR, OR, les normalesaux deux surfaces 
qui se coupent suivant la ligne p^ ; soient R, Rs les centres de courbure de ces 




deux surfaces correspondant a la ligne p^ . Abaissons du point une perpendicu- 

laire OA sur la ligne RjR; OA representera en grandeur et en direction le rayon 

de courbure de la courbe p|. L'angle du plan de cette courbe avec la surface p sera 

done 

R,OA = R,RO. 

Done, en tons les points de la ligne pi, le triangle rectangle ORR2 restera sem- 
blable a lui-meme ; on aura 

OR r' 

_ = -^ = const., 

c'est-a-dire 
(61) A=-^A.; 

A, d^signatit suivant nos conventions une fonction qui ne contient pas pi, sera 
constante pour tons les points d'une ligne p,. 

Remplacons r' et r\ par leurs valours tirees des equations (54), Tequation pre- 
cedente devieht 

(62) (3„ = (3„A,. 



{ ■ 



• .t-r< 



SUR LES SURFACES ORTHOGONALES. 1^5 

Or, on a 

Pii pij pH = m ; 

reinplagons dans cette equation |3oi par sa valeur, nous aurons 



m = A,p„p„(3M = aA,(3Mi (3m = -t-» 



/zAi 



et, par suite, 



d^n __ 1 d ('n\_ Q £ _. «» 
(^p, "" A, dp\a )~' ^^ a, "" A, 



rf»V 
dp dpy ' 



de meme, 

(64) "^ i!^\=a^ ^^V 

7lpi\aJ dp, dpi' • 

Ces deux equations (63), (64) expriment les conditions auxquelles doit satisfaire 
la fonotion V. On pent les integrer une fois, et Ton obtient 

m dV ^ n d\ 
a dpx a, apt 

et en faisant ie produit, 

(65) rf'V ^ ^* ^ /^ _ B \ /^ _ C.^l ; 

dpdpt aOi \dp /\dp7 '/ 

cette equation (65) comprend les deux equations du troisieme ordre (63)» (64). 
Quand on aura la fonotion V, on calculera les |3 et les H. 

25. Lorsque les lignes de courbure des trois systfemes doivent etre planes, on 
a trois equations pareilles a Tequation (65), 

dpxdpr'xdpt )\^i ) 

Ces trois equations doivent etre compatibles; ilfaut done qu'elles donnent la meuie 

rf*V 
valeur pour^-^ — -7-* En deduisant cette valeur des trois equations, on trouve 

=(^:-».)(^-B)(^:-)-(£-c)(^-B,)(--.:. 



-i^^ ^i f Ijpi > MlTi«igy ^^^ ^>i?^^--;»^-.-.lK^-?<«hrtfc4;.i - ^A.-.- 
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On voit que res irois expressions deviendront egales, si I'on « 

c'est le cas que nous examinerons (*). 

Comme C ne depend pas de p, B, ne dependra ni de p ni de pa; on aura done 

C- B, . BJ,(p,), C, r ■ B— Gy,(pi;, Cj--- B, r"5T(p). 

En outre, eomme V n'entre dans les calculs que par ses derivees serondes prises 
par rapport a deux variables differentes, on pourra remplacer V par 



>'-*-/ m{p)dp — i ©,(p,)rfp, -4- / ©,(pi)rfpi, 



et les equations (66) deviendront, 

^'V ^V rfV jd^ _ d\ d\ d^\ __ ^ rfV 
r/p, f/p, dptdpj dpdpy dp dp, apdp, dp dpt 

I/integrale de ces equations est 

Vr._. -L[F{p)-4-9(p.)-^^;(p,)], 

qu'on peut reduire a I'expression plus simple, 

(67) V-- — L(p -hp, H-p,)i=: — Lx, j: — (p -h p. -l-pO. 

26. Une fois trouvee la fonetion V, les |3 s'obtiennent sansdifTiculte, 

?«--r' P»=-^- P---T' ^■ = -^.'-P" = -|- P"--i^' 

et comme on doit avoir m = |3o, ^,2 jSao* i' vient 

- 9 A A| Aa = I . 



X* x*AAiA 



Nous avons deja resolu au n^ 22 une equation semblable. On doil avoir 



f p f 

A= — 5 Ai~~ — i As" — . 
r, r, r 



r, r^, Ta designant des fonctions de p, p,, pj. Les valeurs des jS ainsi trouvees salis- 



(*) Ce cas est le seui pour lequel les Rations (87) puissent ^tre v^rifi^es^ et |.ar cons^uent on aura 
tous los systemes dans lesquels les lignes de courbure sont plants. 
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fontaux equations (36). EcrivoasmaiDtenantqu'ellessatisfontaux equations ('^7^, 
nous aurons 

et deux autres equations semblables, 
d'oii i'on deduit 

rr — r, r, ^-z rir^z=i -, 

et par suite les valeurs des j3 sont donnees par la ibrmule 






Les |3 obtenus, nous avona a deleroiiner les U, ce qui se fait sans difliculte par les 
formules (53), et i*on obtient 

H - ~ -f- R -^ K. 4^ R, 

^p x\/p 

(68) ^^^R; . R + R.4-R. 



-i R, R -f- Ri -h R7 

R, Ro R2 designant trois fonctions arbitraires de p, de pi, de pa- 

27. Pour terminer le probleme, il faut avoir les expressions des coordon- 

nees j;,y, z en fonction de p, p^ p2. Pour cela, nous allons d'abord calculer les 

quantites que nous avons designees par U. 
On a, d'apres les equations (35) , 

Or, dans le cas que nous etudions, 

{70) Pv-P/.^ 

P/ 

L'equation (69) pent done s'ecrire 



Par definition, 
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on voit done que les equations en H/ et en —' sont exactement les memes ; done les 
integrates generates des deux systemes d'equations seront les memes, et Ton aura 



(7^-) 



u 

p 


S' 


S -f- S. -f- s, 

-i » 


p. 


v^p. 


S -h S, -4- s, 






S -h S. -f- s, 

^v'p'^ 



Pour obtenir ces integrates, nous n'avons qu'a remplacer dans les equations (68) 
les fonctions arbitraires R, R|, R^ par trois autres fonctions S, S,, S,. 
Mais on doit avoir entrc les fonctions U, U,, U2 une nouvelle relation 

cette relation determine les fonctions S, S,, Sj, et Ton trouve 

S = — Cp -h a A v/p» S, — ■ — Cpi -+- 2 Ai ^pi» Sa= — Cp, -1- 2 A, v'p»« 
avec la condition 



On a done 



V-HAJ-h AJ = I. 



L'^ iie (Av^-^A.v^p. -f-A,v^)-A, 
(73) Iu,-i^(Av^ + A.V^+A.\^)-A., 

U, = 1^ (A v'p + A. v^ + A, ^7,) -A,; 

U, L|, U2 designcnt, on se le rappelle, les cosinus des angles que font les nor- 
niales aux trois surfaces avec Tun quelconque des axes. II faudra done prendre 
pour les constantes A, A,, A, trois systemes de valeurs et exprimer les conditions 
de perpendieularite. 

Soient (A, A,, A,) (B, B,,Ba) (€»€«, G,) les trois systemes de constantes. Les 
relations qui doivent exister sont 

A'-h a; -i- Aj— I, ABh- A.B, -hA,B,"o, 
B»-hBJ -hB;— I, AC-hA,C, -4- A,C,--o, 

O-hCJ -hC; = I, BC H-B.C. -hB,C,— o. 

En choisissant convenablement les axes, on pourra prendre 

A=I, A|=:0, A, = 0, B=:o, B, = 1, B, r=o, C=o, C|— O, Cj=I, 



.J 
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et Ton obtiendra ies formules 

X XX 

(74) ■ |y = ^, Y. = iPi-.. Y,= ^^, 

XX X 

z=dm, z,=i^, z,=iP?_,. 

•A* vCr ^JU 

En integrant Ies differentieiles telles que 

XHrfp-f-X.H.rfp, H-X,H,rfp,, 
on trouve 

rfp 
R -f- R.-f-R> ^ ^,~ ^ fR^rfpt 

R^p, 



R-hR. -+-R, r r^'rf 

P-hp.-hp, "^ .; yji 

, ^ , / R H- R I -f- Ri y — ^ r 

75) lV = ; ; 2V(p, -+-/ 

R -I- R, H" R, r- CK d[ 

p-hp. + p, J sfp. 



Yelles sont Ies equations generaies de notre systeme orthogonal. 
Par exemple, si Ton fait 

R = Ri = R» = — ^) 

on aura 

p-hp, -+-p2' p-hp,-f-pi p-hp, -hp/ 

ce sont Ies formules de la transformation par rayons vecteurs reciproques. 
28. Si Ton se reporte a Tequation qui donne la fonction V, 

V = — L(pH-p, -+-p,), 

on voit que cette fonction satisfail a Tequation (55) 

b' — 4 ^^» fli = o. 

Dono le cas que nous venons d'examiner nous donne un exemple des systemes 
orthogonaiix etudies au /i" 22. Toutes Ies surfaces d'un meme systeme ont la meme 
representation spherique. En elfet, Ies formules (74) ne contienneni que Ies rap- 
ports des trois coordonnees. 
Si Ton prcnd pour Ies fonctions R, R,, Ra, 

R = Av/p, R. = Bv>, R, = Cv^pr, 

AnneUes scientifit/nes dc tEcole Sormale superieure. Tome UI. I O 
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les equations (76) deviennent 

P + p, + p, 2 "^ 

(76) 1,.^ (Ay/^+By/^+Cy^jas/^ ^ B^^ 

p H- p, + p, 2 '^" 

._ (Ay/p + By^+Cy/^j ay/^ , C, 

p -f- p, -^- p, 2 '^ 

Ces equations representent un systeme orthogonal comme eeux que nous avons 
signales au n^ 23. En effet, faisons p = const., on aura 

A _ A ^p + B ^p, -+- C v^pi /- 

a • p -h p, -h p, ' '^ 2 p 

^'^ p-+-p. -ho, "^ 2p 

si Ton transporte Torigine au point 

A I B , (] - 

j: = — Lp, v=::-Lp, z = -Lo, 

les nouvelles coordonnees, 

A, Bf C. 

jr, ==ar Lp, ri = r Lp, 2, = 2 Lp, 

ne dependent que de deux parametres, les rapports— >—• Done, toutes les sur* 

faces p, rapportees a d«s axes paralleles, ont meme equation. 

Chacun des systemes est forme par une surface de forme invariable qui se deplace 
parallelement a eUe-mSme. 



g X.II. — Determination de tons les systemes orthogonaux pour lesquels 
toute surface du systhme peut etre divisee en carres infininient petits par 
Le6 lignes de courbure. 

29. Nous avons ete amene, au n** 14. a reehercher lous les svslemes ortho- 
gonaux compris dans la forme (i3). Generalisons et cherchons tons les systemes 
orthogonaux dans lesquels chacune des surfaces peut Hre divisee en carres infiniment 
petits par ses lignes de courbure. 
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Soil Pexpression de cb' oorrespondant k de pareils systemes 

II n'est pas difficile de voir que les expressions de H, H,, Hj seront de la forme 

"-IT' "•- M"' ^' = lt' 

S, designani une fonetion qui ne contient pas jO, et M une fonction quelconque 
de p, j5,, jOj. 

En effet, faisons jOj = C: sur la surface p^ = C on aura 

Pour que la surface puisse etre divisee en carres infiniment petits par les lignes 
p = C, jO, = C", il faul que Ton ait 

H ^ F(p.,p,) . 
H. 7(P,P0 

on aura deux equations scmblables a celle-ci, d'oii Ton deduira la forme des 
expressions de H que nous avons ecrite plus haut. 
On aura done 

(77' ^/*^=--|^,(SJS^/p-^4-S'S;rfpf+S»Sjrfp5)C). 

On peut verifier a posteriori que cette forme r^pond aux conditions que nous 
avons posees; car si Ton fait, par exemple, p^ = C, on a 

30. Ainsi le probleme est ramene a la recherche des systemes pour lesquels 
ou, ce qui revient au meme, 

jl _. ^- LM-h-R,-»-R, jj _ ^— LM-t-R.-j-R ^ __ ^— L M -»-R-»- R, 

Pour simplifier un pen, nous emploierons dans la suite de ce calcul les nota- 
tions suivan(( s : 

_ dM f/'M _ d'M 

Xi — : -^ — • Xij - — --J -g — 9 JJ'gii - — 



dpi ' *' dpidpj apaptdp2 



(* ) Si Ton voulait en outre que le syslome fOit isothermef il faudrait supposer M — 1. Alors la method 
que noussuivons conduit tres-simplement au th^r^me de M. Lam^. 

18. 
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Exprimons d'abord que H, H|, H, satisfont aux equations (33). Nous trouvons 

dR dK -.,, 

Xij = Xf -J — -f- Xi -J — -h M U, 

dpi apt 

J o» / uR| «R| mart 

(78) \ x,. = Xi-^ ^^•'d ^-MU,, 



_ rfR, rfR, ^ 

X^\ — X^ m ^~ X\ J "T" M Uj» 

«pi dp 



On a pose, pour abreger, 



"■ \ dp, dpx ) \ dp, dpj ) dp, dpy ' 

_ /rfR _ rfR.\ /rfRf _ rfR.\ _ rfR. rfR. 

' \dp, dp,} \ dp dp) dp dpj ' 
n -^ (^^^\ (^ rfRA rfR» rfR, 

'"" \ dp r/p / \rfp, dp, / rfp, rfp * 

Pour que les equations (78) soient compatibles, il taut qu'elles donnent les memes 

valeurs pour la derivee 

d'M 



dpdptdpi 



= x 



• 13* 



On trouve, en differentiant la premiere et en rempla^ant a',o» ^so p^i* leurs va- 
leurs, 

rfR, rfR, rfR rfR, rfR rfR, ^, /rfU ,, rfR ,, rfR\ 

rfp, rfp, rfp, rfp rfpi dp \ dp dp, apt I 

En difTerentiant les deux autres, on a de nouvelles equations qui ue different que 
par le coefficient de M . Pour que les trois valeurs soient egales, ii faut que Ton ait 

^ U ^ U — — — u — -h U — - — -4- U — -h U — • 

^'" rfp 'rfp, 'rfp, "" rfp, ' rfp, rfp "" rfp, rfp ^rfpi' 

or on a identiquement 

rfR urfR__urfR. u — — u— n rfR__ rfR rf]^ rfRf _rfR rfRi rfRf. 
' rfp, * rfp, ' rfp, rfp rfp ' 'Jp, rfp, rfp, rfp rfp, rfp rfp, 



Les equations (79) donnent done 



rfU _ rfO. _ rfU, 
rfp dpx dpi 
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OU 

/rfR,_ rfR\ rf^R. /rfH. _ dR\ c/'R, _^ 
\rfp, rfp,/ dp dpi \ rfp, rfp,/ rfpdp, "~ ' 

/rfR _ rfR,\ c/'R, ^ /rfR, _ rfR.\ rf'R _ ^ 
\rfp, rfp,/ rfprfpi \ rfp rfp / rfp, rfpi """ 



/rfR. rfRA rf'R /rfR rfR,\ rf»R. 
\ rfp rfp / rfp, rfp, \rfp, dptjdpdpi 



= o. 



Les trois expressions sont nulles, parce qu'elles sont egales et que ieur soraine est 
identiquement nulle. Ainsi 



rfU rfU, rfU, 

=: o: 



rfp rfp, rfp 

on a done en integrant ces trois equations 



/rfR,_ rfR\ /rfR._ ^^\_|t 
\"3pi" rfp,/ \rfp, cTp",/ " 



Q , ) /rfR rfR.\ (dR, rfR.\_„ 

/rfR._rfR,\ /rfR _rfR.\ j^^ 

\ rfp dp ) \rfp, rfp, / 

31. II nous reste a trouver la forme des fonctions R, R,, R, qui peuvent satis- 
faire a ces trois equations. 
Prenons la premiere de ces equations. Soit* pour abreger, 

^^■) rf^"=^" rf^ = ^" rf^-""^' di = -^' 

notre equation deviendra 

(8a) (A,-+-B)(A, -hC) = K. 

Donnons a p une valeur constante. K ne changera pas, A, deviendra une fonction 
de p,, A, une fonction de p,. K est done de la forme 

K=:(BH-A,)(C-f-A,), 

A| designant une fonction de p,, A, une fonction de pa. Faisons une nouveile trans- 
formation. Soit 

Tequation (82) deviendra 

(83) (B'-+-A'J(A', -i-C')=---K..-:B'C', 
OU bien 

(84) Tr-+-iT- -4-1 -- o. 

A, A, 
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Prenons deux fois la derivee par rapport a p. W et G ne contiennent pas cette 
variable. On a done 

et, par suite. 



W dp\\') 



dp\\ 

A'o ne contenant pas 1&3, A\ ne contenant pas |&,, la valeur commune du rapport 
est une fonction de p, comme nous Tavons ecrit. En integrant, on trouve 

p- = A(p)c(p,) -h a(p,)=: Ac, H-a„ -^ = A(p)c,(p,) -h a,(pO — Ac, -ha,, 

Aj A, 

a,, C| designant des fonctions de js,, ^2, c, des fonctions de p^- 
Portons ces valeurs dans Tequation (84 j; nous aurons 

A ( B'c, -h C'c) -h a,B' -h a,a -1-1=0, 

et, comme Tequation doit etre satisfaite, quel que soit p, on aura 

B'c. -hC'c, = o, a,B'-i-rt,C' -1-1 = 0, 
d'oii 

c, ^, — c, 



B' = ^:^! , C' = 



flr,c, — a,c, a,c, — aiC 

et, par suite, 

B = — A, -f = — —- , L= — fh H = — J— > 

a,c, — CjOi «p, a, c, — aaCi ap, 

. I rfR, . - I rfR, 

A, = /ii-l-T — ; = -7-9 A,= yi, -h X — ; =: -. — • 

Ac, -h a^ ap^ ocx -h «, ap, 

Mais on pent remplacer p, |&,, p^ par d'autres coordonnees fonctions des premieres, 

on peut poser 

«» , ax ' L f 

- = -p„ - = -p.» ^ = P. 

et nos equations prennent la forme plus simple 

rfR , A, rfK , A, 

-7— = a, -I 9 -J— ==a, H t 

dpi 9^ — 9^ op» P»~-P' 

rfB, , A, rfR, , A, 

= a^-\ ? -J— =0', -h 



£/p, * p — p, rfp, ' P» — P 
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Ecrivons que 

rfpaV p. — p./ ap. \ 9* — 9^/ 

nous obtenons 

h doit etre une constante, car il doit etre independant de p^ et de p^. 
Des lors nous obtenons sans difficulte les valeurs de R, R^ Rj 

(85) R=:a, -h <7, — AL(p — p,), R,=:a h- «,— AL(p, — p), R,= a -h £i, — AL(p, — p.), 

et il est aise de voir que ces valeurs veriiient les equations (80). On deduit des 
valeurs precedentes celles de H, H,, H2, par exemple 

On pent reunir la somme a -h a, -h a^ a — L M, remplacer a par — - La, et il 
viendra 

-L\l-iL«-/rL(/B, — o)— AL(|o.— p: (p, ^p)-A(p,— p)-A 

M sa 

Telle est la forme que nous adopterons. Les trois equations (78) deviennent, avec 
ces valeurs des H, 

■ 

i ^.i(pi — p)-h A(^. — j;,)=o, 

(86) K ^ii(pi — pi)-i- A(j:, — d:a) = o, 

( ^Jt(p — pO-*- A(-a^7— jr.) = o, 

et elles sonl compatibles, car elles ont une solution commune de la forme 

M =2a.(p -h <i.r^ (p. H- a,)-^ (p, -h a,)-*, 

A|, a/ designant des constantes quelconques. 

On pent encore le voir en remarquant qu*un nombre quelconque de difTerentia- 
tions n'introduira pas plus d'equations que d'inconnues. 

32. 11 nous reste a exprimer que les functions H satisfoht aux trois equations (34). 
Formons d'abord les expressions jS,^. Si Ton pose, pour abreger, 

1^7) '•— ;= — » ^' — — r== — » ^»— 7^—' 

V« vfli V«i 

on a 



'^^-/:(~M"^pF7J 



Substituons ces valeurs dans les trois equations (37), nous aurons trois equations. 
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La premiere sera 

1/ f|.^fj ^ \ , ' ( ^> , '' \( '' I ^'\ 

^/fV M ■^M'"^(p.-prj^/:^^ M^p,-p;Vp.-p, aaj 

On aura de meme deux autres equations, qu'on deduira de la precedente par une 
permutation circulaire des indices, et qui ne contiendront que trois des derivees 
secondes rr^,^,, a?,,, Xja. Ajoutons la premiere etia dernierede cesdeux equations, 
et retranchons la seconde, nous aurons une equation qui nous donnerao^oo, 

a I x\ IX.. \ ' / ^» , A \ / A a!. i / x. h v / A a\ \ 

}_(^ h \/ h a^\ _A ^ A A 

/,4 M ^p--pj\p.-p. "^20,;^/; (p.-pr ^?(pi-"p.)'"^^;(p-pO= 

A A A I / Xi h \ / Xi ^ \ 

/;(p.--p)'""/5(p.-p.r ^ "T(p"=^ "^ /TV M ■*■ ^^^,) \ M "^ p."~^ / 

L( ^ A W 3:, A \ J_y__ £: A \ / JT, A \ 

" 7; V~ M "^ ^r=i; V M "^ P,- pj "^ 7? (^" M ^ p,~pj I," M "^ p ~ pj 

/J \ W p,-~p!\p,^pi 2a,/ /;\ M p, -p,y\p5 — p 2a,/ 

j_/ Xo A \ / A ^\ — 

/;\ M "^p^-pj \p — p. "*" aa'""^* 

On a done les six derivees secondes. En exprimant que 

rf _ ^ 
■j — ^•^ — "j~ ^•i 

ap, ap 

on aurait des equations entre les derivees premieres: mais la marche a suivre parait 
impraticable. Heureusement le caleul se simplifie beaucoup par Tartifiee suivant. 
Calculons d*abord la fonction que nous avons designee par V dans la deuxieme 
Partie ; on a ici 

D'apres les equations (86), on pent ecrire cette equation 
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Done on peut ecrire : 

V= — LM- A»L(p — p,)(p, — pO(p,-p). 

Prenons maintenant la premiere et la demiere des equations (37), el mulliplions- 
les respectivement par ]3,o rfp,, et jSjo rfp2 On pourra les ecrire 

Ajoutons-les, et regardons p comme une constante; nous aurons 

Int^grons: 

(88) ^_-.jp..^rfp.4-p.,-^rfp,= F(p). 

L*integrale indiquee dans rette formule peut etre determinee. On a, en effet, 

6 rfp.>_ d*^ Id' h \ fx h \d fx A \ 

'^•' rfp "^ dpdpi\ ia p — pj \M p, — p/rfp, \M Pi — p/ 

___rf^/ «^ rfV _^£/£_ _A *— V— A' - A' \ 

"~rfp,\ 2a rfp 2\M p,— p pt — p/ (p — pi)(p. — p)/' 

L'equation (88) devient done 

p;,-hPU ^ rf^V ^ g- r/V ./x A h_y^ A^TJ*!_=F(p). 

^ 2 rfp' 2a r/p 2\M pi — p 9^ — 9/ (p— Pi)(Pi — p) 

Cette equation ne contient qu'une derivee seconde de M, jc^^. Mais ce qu'il y a de 
remarquable, e'est que si on elimine 07^0 entre cette equation et celle qui a ete 
ecrite plus haut et qui nous donne aussi Xf^^, toutes les derivees premieres s*eli- 
minent en meme temps, et il reste Tequation de condition 

77 F p)-f 7 TT . 2 A'— A) H -h^ rr-h^ r, 

^L ^ (p-p.)(p-p>) ^« \9^-9 9^-91 (p'-p)" (p»-p)'- 

^1 "^ ^ L 2«' \pi-pi"^pi~p/ (p»-p-J'"^(p. — p)'"^(p« — p)(p.-p«)J 

if (i^ . I I j^ \ A — A» A A=^ 1^ 

■^ /=L 2a, '\p, — p"^p, — p,/ (9—9,Y (P> — p.)''^(Pa— P)(p:. — POJ"" ^' 
Annales scientifiques de i'tcole IV or male supericure. Tome III. |Q 
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33. II faut done trouver des fonctions 

«(p)» «i(pi). «t(p«J» F(p), 

et une constante A rendant cette equation identique. 

Posons 

p» — p = **{p — pi)» 
et par suite, 

pt— pi = (Ar^-i)(p — p.), 

on a 



^=«(p)(p.-p,r^==a(p)(p -p. r'^c/TH- !)->*( -.)-'\ 

ij=a,(p.)(p.-p)-'*=a,(p.)(p-p.)-'**~'*, 

I 

l=a,(pO(p — p.)-'*. 

Portons ces expressioDS dans I'equation (90), el supprimons le facteur commun 

(p — |8|)~**, nous aurons 

(-*-.)-«(p)[F(p)-.^:^^-^-_^-^(.-^)-.-^^— p-^J 

(90 -^«.(P.)A-'*|_;t^F^F^- «--.0'(P-p.)' '^-' (P.-P)' J 



A - /j' 



_ A A A»_ j 

IfHp - p,y (/,■ -,- ,)=(p _ p,)» "^ /,{/.■ + i)(p - p,)'J 



MultipHons par {p — p, )' et faisons tendre p, vers p. Si A reste fini, coninie nous 
le supposons, p^ tendra vers p, el I'equation precedente se r^duira a I'equation 

i (-'• -')-'*[^ -f^ I-A-A--I-— ^:^Jrt(p) 

(92) ) +l>-"'\- ,, '^ , +A-A'+7-^1»,(p) 

'^ ' 1 1. {< + ') /i -I- I J ^^' 

rA-A' A A' I , ^ 

et cette equation doit etre satist'aite quels que soient A et |s. 

Considerons d'abord le eas oii 2A < ta; dans cette liypothesele coefficient de la 

plus haute puissance negative de -t r, sera, dans la precedente equation, 

- AA-'*«,(p)-Aa,(p). 
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€e coeffieieDt doit s'annuler pour k^ ^ i . On a done 

«.(p) = fl.(p)(-i)*^'; 

de in6ine» 

a,(p)=a(p)(-i)'^', a(p) = a.(p)(-i)«^'; 

et par suite, ^ 

(—!)>**•=: I, a(p)=a,(p>=:a,(p). 

Ainsi les trois fonctions sont egales. On peut done les supprimer dans l'6qua- 
tion (9^)» et Ton aura une relation entre A et A; qui devra etre satisfaite quel que 
soit k, 

— (f -h ky-^x -, h A — A» H J-— ) -h k"^ f — 77 -h A — A' -4- n : I 

in*' _ A A' _ 

D^veloppoDs (1 + ky^^ suirant les puissances de k. Les termes en r» t:, disparai- 
tront, et en faisant jt = o on trouvera 

— 2A-h6A» — 4A* = A(2A-M)(A — i)* = o. 

Gomme nous avons suppose A < i, la seule valeur acceptable est A = ; et en 

effet, pour A = > T^quation (gS) est identiqnement T^rifi^e. 

34. Diseutonsi d'aberd kr cas oil Ton a A s= — -• Alors nous avons la forme (i3) 



jj __ \/(p — p>>(p^^) ^ g __ v/(p. ->p»)(p. — p) ^ jj __ v/(p>-"p)(p» — Pt) ^ 

Tout revient k determiner M et a (p). Rempla^ons dans Tequation (90) A par sa 
valeur Nous aurons 

a 

[3 3 

^a( - )| A /_! i \ 1 4_ 4 

-+-«' p P'/L4^, \^p^_p, -+-p,_pj -^2(p,_p,). (p,»_p)2 "^(p, _p)(p, _p,)J 

*^ l4«Apv-p p. — p./ (p-pO' (p» — pi)* (p»-'p)(p>~pi)J 

«9- 
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Multiplions le premier membre par (pi — p)*(pi — Pa)^ et prenons la diferivee 
sixieme par rapport a p,. II viendra 

ou, en developpant, 

d'a, , ,, . , nd^€Lx, , . , rf'fli 5p, — 2p--3p, 
^(p,-p.)(p.-p)^6^(p,4-p-.p.)+-^-^^-^-^ -o. 

equation qui doit etre satisfaite quels que soient /9, p^- On a done 

-^ = o, a{x) = A -h Bx H- C^^ -h 1)^^ -h Ejc* H- Hx». 

rfpj 

Ainsi, la fonction a [x) doit etre un polyndme du cinquieme degre au plus. Or. 
le syst^me que nous avons considere dans la premiere Partie donne un polynome 
du cinquieme degre quelconque. Ainsi, les seuls systemes qui correspondent au 

cas de A = sont ceux que nous avons deja etudies. 

On pent objecter a ce raisonnement que les equations pourraient donner plu- 
sieurs valeurs pour la fonction M que nous n'avons pas encore determinee. Si 
cela a lieu, on aura deux valeurs de M : M', M", deux expressions de ds^ : c&'^, d!y"*, 
et il viendra 

Dans le premier systeme, a des coordonnees p, pi,p2 correspond un point; dans 
le deuxieme systeme, aux memes coordonnees repond un autre point. II results 
de la un mode de transformation dans lequel un point repond a un point. Mais, 
puisque d'apres I'equation precedente ds;^ est toujours proportionnel a ds"^^ on voit 
que dans ce mode de transformation les angles ne sont pas alteres. Or, nous savons 
qu'il n'existe qu'un pareil mode de transformation, la transformation par rayons 
vecteurs reciproques. Ainsi, il ne pent exister que deux valeurs differentes pour M, 
justement celles que nous avons trouvees dans la premiere Partie au n'^ 4. 

35. Nous avons suppose A < i : considerons maintenant les deux cas A= i, 
h > \ . Prenons d'abord A = i : Tequation (92) nous donne 

^rjy^^jTj-, [«(p) - «. (p) - a. (p) J = o. 
On doit done avoir 

a(p)— a,(p) — rt,(p)=ro; 

de meme, 

<z, (p) — a,(p) — a (p)=:o, ' 

a,(p)-'a(p) — a,(p)=ro, 

ce qui donne 

Ces valeurs sont inadmissibles. Done A ne pent etre egal a i. 
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Soil maintenant A > i; lorsque dans I'equatioD (911) on fera k= — i, \e coef- 
ficient de ( TT^ — ) devra etre nul, car on a 2A > a, et par suite ^ ' ^ est la 
plus grande puissance negative. On aura done 

2A'-- 3A*-h 2A — 2A* = o, (2A* — 5A H- 2)A = o, A = 2, A = -» A = o. 

2 

Comme h doit etre plus grand que i, prenons h= 2. 
L'equation (92) se reduira a 

a(p)H-a,(p)-ha,(p) = o. 

En remontant k l'equation (90) et faisant successivement 

p = p,, p = p„ p, = p„ 

on trouve 

rt, =0, a' = o, rf, = 0, F{p) = o, 

et Ton retrouve l'equation 

a(p)-hfl,(p,)-<-a,(p,) = o, 

ce qui exige 

a{p)=c, a,(p,)=c,, a4p,) = c,, 

C -4- C, -h C, = o, 

c, C|, C2 designant trois constantes. 

II est inutile de continuer les calculs, car les quantites c, C|, Cj se trouvant sous 
des radicaux, une au moins des valeurs de H, H,, H, donnees par la formule (85 bis) 
serait imaginaire, les constantes c, c,, Cj ne pouvant avoir le meme signe. 

Ainsiy le seul systeme pour lequel chaque surface puisse etre divisee en carres 
infiniment petits par ses lignes de courbure est le systeme , etudie dans la pre- 
miere Partie, des surfaces du quatrieme ordre, systeme qui comprend comme cas 
particulier le systeme des surfaces du second ordre. 

Cc rcsultat pent meme fournir une demonstration du theoreme de M. Lame; car 
on n'a plus qu'a chercher dans quel cas particulier le systeme des surfaces du qua- 
trieme ordre devient isotherme, et on trouve sans difiiculte que c'est dans le cas 
oil le systeme se reduit au systeme des surfaces du second degre. 
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§ 1- 

1. Tous les geomctres connaissent les belles recherches de Cauchy et de Jaeobi 
sur rintegration des equations aux deriv^es partielles du premier ordre; les nie- 
thodes remarquables auxquelles ces illustres savants ont ete conduits resolvent la 
question proposee de la maniere la plus generate, et il semble qu'il n'y ait plus 
rien a ajouter a Tanalyse qu'ils ont developp^e. 

Cependant la methode de Jacobi et celle de Cauchy laissent subsister une diffi- 
culte que mon savant confrere et ami M. Bertrand a signalee le premier [voir 
t. XLV des Connies rendus des stances de VAcademie des Sciences^ p. G17), et qui 
resulte de ce que le procede de demonstration employe cesse d'etre admissible lors- 
qu'une certaine quantite qui s'introduit dans les calculs devient infinie ou indeter- 
min^e. Or, ainsi que Ta fait remarquer M. Bertrand, celle circonstanc^ se presence 
dans le cas le plus general, et non pas seulement dans quelques cas exception- 
nels. Penetre de la valeur de cette objection, M. Ossian Bonnet a cherch6 ^ s'af- 
franchir des difficultes en question, et il a fait connaitre une demonstration geome- 
irique du theoreme de Jacobi pour le cas oil le nombre des variables independantes 
se reduit a deux (t. XLV des Comptes rendus de V Academic des Sciences y p. 58i). 

Mais le travail de M. Bonnet ne jette aucune lumiere sur la portee veritable de 
Tobjection formulee par M.. Bertrand, laquelle subsiste dans son entier. 

Dans les explications qui vont suivre, je prendrai de preference, pour point de 
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depart, la methode au developpement de laquelle Cauchy a consacre la premiere 
partie de son M6moire [Exercices d' Analyse et de Physique mathdmatique, t. II, 
p. !i38), et je traiterai d'abord le cas simple de deux variables independantes. 
2. Soit 

(i) Y(x,y,z,p,q):^o 

Inequation proposee, dans laquelle z designe une fonction inconnue des deux va- 
riables independantes x et j et oil /? et ^r representent les derivees partielles de z 
par rapport a a? et a r respectivement. Pour achever de determiner la fonction 
inconnue z, nous supposerons qu'elle soit assujettie a se reduire, poura7 = a?o, a 
une fonction donnee mais arbitraire/(j) de j; dans la meme hypothese, on aura 

* 

La methode de Cauchy, fondee, comme celle d'Ampere, sur le changement de 
Tune des variables independantes, ramene le probleme propose au suivant : 

Trouver quatre fonctions y, z, p, q des deux variables independantes x et y^ qui 
satis/assent genercUement aux deux equations 

i dz = pdx -4- qdy, 

(2) 

( ¥{x,y, z, p,q)=zo, 

et qui, pour x = Xq, se riduisent respectivement a yo^ z©, /?o» ^o • 
Nous faisons, pour abreger, 

(3) z.=f(r.h q^=f(r.). 

et nous designons par p^ une quantite determinee par Tequation 

(4) F(^., Vo, 2o, /?o, 7«) = o. 

Ce changement de variables conduit, pour la determination des quatre incon- 
nues, a quatre equations simultanees aux derivees partielles; mais, parce que ces 
equations ne renferment point la variable j^* ^"^s doivent etre traitees comme 
des equations differentielles ordinaires, et si Ton designe par 

\dx H- \dY H- Idz -h Vdp -h Qdq 

la diflerentielle totale du premier membre de Tequation (1), on pent les com- 
prendre dans la formule unique 

« . dx dy- dz ^ dp _ — dq 
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^dx cesse d'avoir une valeur 

tinie et determinee. Cette circonstance pourra se presenter et se presentera effec- 
tivemeDt. si Ton attribue une forme determinee convenable a la fonction/(j') 
qui exprime la valeur de z dans Thypothese x-= x^\ mais je dis que : 

Si Vintegrale j =dx cesse d' avoir une valeur finie el detemunde pour une cer- 
tains forme de lafonction f[y)^ les formules (6) deviennent iUusoires et cessent de 
fournir la solution du probUme proposd; celle-ci est donnee, dans ce cos, par Vin- 
tegrale complete de Lagrange qui accompagne Vintegrale ginirale. 

3. Considerons toujours z^ eomme une fonction indeterminee de y^ et sup- 
posons que p^ ait ete remplace partout par sa valeur tiree de Tequation (4)* Alors 
il est facile de voir que les expressions (6) de y et de z contiendront Tune et 
I'autre y^, ou qu'elles seront toutes deux independantes de cette derivee. Ce der- 
nier cas ne pent evidemment se presenter que si Tequation proposee (i ) est lineaire 
par rapport aux derivees/? et 9; il ne saurait ofTrir en consequence aucune diffi- 
culte, et nous en ferons ici abstraction. Cela pose, si Ton d^signe par 

(7) V=o 

Tequation obtenue par Telimination de q^ entre les deux premieres equations (6), 
les quatre equations qui composent ce systeme (6) pourront Stre remplacees par 
les quatre suivantes : 

(8) V = o, -^q.^ = o, 

rfV rfV rfV rfV 

^9> di^PdI = ''^ ^-^937 = ^- 

Ce theoreme est bien connu, et pour Tetablir il suffit de prendre la differen- 
tielle totale de Tequation (7) oil j et z sont fonctions de x et de/^' ^0 de j^ seule. 
Apres avoir remplace dans cette differentielle dz^ par qody^, dz ip^v pdx -h qdy, 
et dy par sa valeur tiree de la premiere equation (6), il faudra egaler a zero les 
coefficients de dx et de dy^^ et Ton obtiendra deux equations qui devront etre 
identiques en vertu des equations (6). L'une de ces deux equations contiendra 

necessairement la derivee ^^ 9 et Tidentite dont nous venous de parler ne pourra 

avoir lieu que si le coefficient de -^ s'annule. L'equation oil figure cette derivee 

se decompose ainsi en deux autres, et Ton obtient de cette manifere les trois equa- 
tions qui, avec Tequation (7), constituent les deux systfemes (8) et (9). 
Pour reconstruire l'equation proposee (i)^ il suffit evidemment d'eliminer y^ 



DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. 1 47 

et Zo enire les equations (7) et (9); d'oii il suit que la &eule equation (7) satis- 
(ait a Teq nation (i)» si Ton y regarde yo et z^ comme deux constantes arbitraires; 
puisque les valeurs de p etde q que Ton en tirera dans cette hypothese seront les 
meines que celles obtenues dans Thypothese 011 y^ et z^ sont variables et assujetties 
a la deuxieme equation (8). Cette solution particuliere qui accompagne toujours 
une forme determinee de Tintegrale g^nerale est ce que Lagrange a nomme ujie 
integrale complete; nous allons voir dans quel cas elle pent nous donner la solu- 
tion du probleme propose. 

r^ z 

4. Cherchons d'abord a exprimer la valeur generale de / -^dx en fonction des 

quantites de I'integrale. Pour cela, je supposerai, en vue d*abreger, que Ton ait 
resolu Tequation (7) par rapport a s et que Ton en ait tire la valeur z = M, 
M etant une fonction donnee de a?, y, y^^ Zq qui se reduit a z^ pour x = x^, ei 
y = Jo- Les equations (8) et (9) seront plus simplement 

(.0) Z=.M, _^^._:^0, 

rfM rfM 

m 

On pent obtenir la valeur de la differentielle totale d¥ du premier membre de 
Tequation (i), en ajoutant la diiferentielle de la premiere equation (10) et celles 
des equations (1 1), apres les avoir multipliees par des facteurs convenables X, (x, v, 
propres a faire disparaitre dy^ et dz^. On a done 

dF-d—-^ — ^^\dx 
\ dx ^ dx^ dxdyj 

les facteurs X, /x, v devant satisfaire aux deux equations 

dy. ^ dxdy. ^ dydy. ~ ' 

^rfM rf'M rf»M _^ 

' rfz, ^ dxdz^ dydz^ ~~ * 

et, par suite, la valeur de — 5 sera 



Z X __ dxdy^ dydz^ dxdz^ dydy^ 

P"" ""^I"" rfM d»M rfM d'M ^ 



dy. dydz^ dz. dydy. 

20 



1 48 MEMOIBE 8UR l'iVTKGRATIOV 

Pour eifectuer Tint^gration de la diffiSreDtielle — p dx^ il n'est pas necessaire de 

remplacer, dans l*expression preced^ntef j par sa valaur tir^e de la seconde equa- 
tion (ro); on evite effectivement cette elimination en proc^dant comme il suit : 
on peut ecrire 



rf>M /rfM dm _ rfM dm \ ^ ^ rf'M IdVL rf'M _ rfM rf*M \ ^^ 
♦ \rfj, dxdy^ dr^ dxdzj dxdz^ \ cfrv dydz. d^ dydz.) 



Z . _ dydi 
~ ^ax- ^^j /rfM rf'M rfM rf»M \ 



rfM / rfM rf'M rfM rf'M \ 
dz. Vrf/o dfdz. dz. djrdjr.l 



car les termes introduits dans le numerateur de cette expression se detruisent mu 
tueilement. Cela pose, en difTi^rentiant la deuxieme equation (lo), savoir : 



\dz,) 



dans I'hypothese oil y est fonction de x seule, on trouve 

/rfM rf'M _ rfM rf'M \ ^^ _ /rfM rf'M _ rfM rf'M \ ^ ^ 
\ dz, dxdjr, rf^, dxdz,/ yrf/, rf/-rfz, rf^, dydy,j 

Z 

au moyen de quoi Texpression precedente de — ^ <£r peut s'ecrtre 

,, rfM ., rfM 

Comme la quantite M doit se reduire k z^ quand on fait x = «?<,» y = yo* i^ ®st clair 

rfM 

que^se reduira, dans la meme hypothfese, k Tunite, et Ton aura, en integrant 
Tequation (i3), 

(.4) -£p'^ = '««^' 

Telle est I'expression generate de Tintegrale que nous avons a considerer. 

5. D'apres ce resultat, I'integrale / -^dx xifi. peut devenir infinie que si Ton 

attribue a la fonction /(^) une valear telle, que la derivee-r- devienne nulle ou 

infinie, apres la substitution de la valeur dej'tiree de la deuxieme equation (lo); 
mais il est evident que cette derniere equation devient alors illusoire, c'est-a-dire 
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et Ton en tire sans difBculte les formules suivantes : 

('7) P= . .,^ . ==^ ? = ?.. 

qui sonty pour ce cas particulier, les integrates generates (6). On a ensuite 

(.8, -r^rf. = log . -;-^'^' ; 

Jx, ■ ^{Zit— q.y.y'h2aq.(x — X.) 

cette integrate devient infinie quel que soit x, si Ton a 

Zo — ?•/•• — O OU -7- =r — 9 

r'est-a-dire 

a etant une constante arbitraire. Mais en employant cette valeur de Zq, nos for- 
mules deviennent illusoires, car elles donnent, pour^ et pour z, les valeurs 



rrnr- Y/A(ar-^.), z=U^{x—X.), 



qui sont independantes de j^^- 

Si Ton elimine go entre les equations (i6) pour former Tequation z = M, on 
trouve 



(.,) . = ^^[.._^(x-..,]-.y/(^-.)(.-x.,[-.«^-.^'(x-x.,j.-M; 



on verifie aisement que I'equation 

rfM dm _ 

doune la valeur dey fournie par la premiere equation (i6), et qu'apres la substi- 
tution de cette valeur on a 



rfM _ Zo — q.y^ 

^^» V^(^o — q.y.Y -+- 2 0^0 (X — j;«) 

re qui est conforme aux resultats generaux obtenus plus haut. 
Enfin, si Ton prend f{y) =0Ly, et, par consequent, Zo = ajo» » elant une 
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constante arbitraire, TequatioQ (19) devient 



(20) ^=:jra-^(^-.^.)J ^ y/^-ij (^_^,)|^-aaa-hp^(^-j:o)J- 

Si I'on considerejo et a comme deux constantes arbitraires, Tequation (20) satis- 
fera a {'equation aux derivees partielles (i5) ; d'ailleurs elle se rediiit a z = ocy 
pour X = Xo; elle donne done la solution du problfeme propose. 



§ n. 

7. Les resultats qui precedent peuvent etre etendus a toules les equations 
aux derivees partielles du premier ordre, quel que soit le nombre des variables 
independantes. C'est ce que je vais etablir ici, en modifiant, pour la clarte de 
Texposition, les notations dont j'ai precedemment fait usage. 

Soit X une fonction des n variables independantes o^i, x^^.-.f Xn et posons 

dx = px dxi -h Pi dxi -h . . . -hpn dxn ; 
si F (a?, a?i, j?2,..., Xnn Pif p2f"'9 Pn) designe une fonction donnee des 2/14- 1 

VariaDieS X^ «Z/| ^ «Z?29 • • • • **^nf P h^ P29 * * * > Pn9 

(l) ¥ {XfXifXjj,, 'fXnt ptyPif . .,pii) = O 

sera le type general des equations aux derivees partielles du premier ordre. 

La fonction inconnue x n'est pas determin^e completement par la condition 
de satisfaire a Tequation (1), mais elle le devient en general si on I'assujettit en 
outre a se reduire k une fonction donnee 

des n — ( variables a?!, a;^,..., a7;,_i lorsqu'on attribue ka?„ la valeur particuliere |„; 
alors si Ton pose 

d\ = X3i dXx 4- da dXi -h . . . 4- ISJji-i dXtt^y , 

on aura en meme temps 

La methode de Cauchy suppose le probleme pose comme nous venons de le 
faire et elle le ramfene au suivant : 
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Trouver 'in fonctioris x^ x^^ x^^^j ^n-o P^% />3»-*m Pn ^ ^ vanahks inddpen-- 
dantes Xn, ?m |2»«--» ?«-i y"' satis/assent generalement aux deux equations 

idx = p, dxx H- Pi dxi -f- . . . -4- p^dxnf 
t ( J7, Xi I JTj, . • • 9 ^j|> pi f pif • • • > pa ) ^^ Of 

et qui^ pour x^ = ?«» se rdduisemi respectwement a 

Les fonctions ^ et sTo ^29*--» ^/i-i sont definies par les equations 

( 3 ) I — /( 5,, $1, . . . , ^, ), rf$ = CTi rf$i -4- CJ, rf?a H- . . . H- CJ«-i rf^-i ; 

enfin sr„ est une quautite determinee par Tequation 

Ce cbangement de variabtea conduit, pour la determination des a/i inconnues, 
a 2/1 equations simultanees aux derivees partieTles; mais ces equations ne reofer- 
ment point les variables independantes ^i, |a»...« In.o et en consequence elles 
doivent Stre traitees comme des equations diflerentielles ordinaircs. On pent les 
comprendre dans la formule suivante : 

.f^y dccy rfir, dxn dx — dpi — dp^ 

'^' pT^pT 77" ^Vp^KpT^'TT^^TpH " xT^x^ xTTx^/ 

en designant par 

\xdXx -+- XarfXj-h . . -4-Xnrf^«-4- Xrfx-h P,rfp, H- P»rfp2 H- . .. H- P«rfp, 

la diffefentielle totale dY du premj^if membre de Teijuatioiat (i). II faut remarquer 

que Vequ^tioii (i.) pent ^uppleer Tune des equations cpmprises.dans lai formulie (;5). 

Au moyen des equations (5) on pent engeneral trouver des valieurs finies et 

determinees de a^i , Xa,..., a?«-if oc^p^.p^^.^.y Pn qui se reduisent respectivement 

a Cm Sa*---. l/t-o ?> «^i» «y2>--> '^n ^OXXV Xn = ^n • SOicUt 

J7, izz <p, [Xn^ ^i»«»M ^/i— 1> ^» CJii..., CJn)» ...•. 

(^0 i _ 

Pn— 1 ^^^ Yif— I ("3?JH 5i>»»M s**— •» 4» ^i»«»«> Cii)* 

•^n— »^^^ 9"— • ("^n* 5if»> ^n— 1> 5* CJ|,..., CJi«), Pn ^^ Y" ( ^"^ ^»»»»i S»— U $> C7»>f»«f ^njt 

ces valeurs. Si Ton elimine les variables c,.,..., 5;,_|, §, W|, .., zs„ entre les /i pre- 
mieres equations de ce systeme, en faisant usage des equations (3) et (4)» on ob- 
tiendra la solution cherchee de Tequation (i). 

Mais cette analyse exige que les valeurs de x^, ^Tj,..., ;r;,_,, at), tirees desequa- 
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lions (6), verifient les n — i Equations qu'on deduit de la suivante, 

dx dxi dxj dxn^i 

m 

en donnant k i toutes ies valeurs i, 2, 3,..., {n — i). Pour etablir que cette circon- 
stance a toujours lieu, il suffit de poser 

dx _ rfar, dxn-x «, 

dl-P''dli'^"'^P*-' 'Hi "^ * " 
et Ton obtient facilement I'equation 

qui donne, par riuiegration, 

9/ designant la valeur que prend T/ pour Xn = ^n; et comme on a evidemment 
e, = o, on en conclut generalement T, = o. 

Touiefois la conclusion precedente n'est plus admissible, comme nous Tavons 

5- djc„ cesse d'avoir une valeur tinie et 

determinee, et cette circonstance so presentera en general, si Ton attribue une 
forme determinee convenable k la fonction /(a?< , rj,..., jc„^^) qui exprime la 
valeur de x dans Thypothese jT;, = 2„; mais je dis que : 

p- dxn cesse d'avoir une valeur finie et determinee pour une 

certaine forme de la fonctionf[x^^ JCj,..., x„^^)y lesformules (6) deviennent illusoires 
et cessent de foumir la solution du problems propose ; celle-ci est donnee, dans ce cas, 
par I' une des intdgrales subsidiaires qui accompagnent chaque forme de Hntdgrale 
genifxUe. 

8. Considerons toujours la fonction/(a:o a:2,...,X;,«i) comme indeterminee et 
supposons que Ton ait partout remplace w„ par sa valeur tiree de Tequation (4). 
Alors Ies expressions de a?,, a?2,..M ^n-o ^» fournies par Ies n premieres equa- 
tions (6), ne renfermeront plus que n— i quantiles bt, et il pourra se presenter 
deux cas. Ou bien Ton pourra tirer'de /i — i de ces equations Ies valeurs de 
w,, ©2,..., ©;,_, exprimees en fonction de x, or,, Xj,..., iF„, ^, ?,,..., 5„_,, et en Ies 
portant dans Ian'*'"'', on aura une equation ne renfermant aucune des quantitesw. 
Ou bien Ies /i premieres equations (6) permettront seulement d'exprimer w — (x 
des quantiles w<, ^a•2,..., o„.| en fonction desjx — i autres, jx etant > i, et, dans 

Annates scientifiques de I'Ecole Normale superieure. Tome HI. 2 I 
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ce cas, les memes equations (6) fouroiront en cmtre, par relimination, |xe 

fions entre les seules variables x^x^, x^ x„, £,?,,..., |„«|. On voit facilement 

que le cas de /x = /i ne peut se presenter que si T^uation proposee (i) est lineaire 
par rapport aux clerivees. 

Examioons d'abord le premier oas, dans lequel les equations (6) ne peuvent 
(ionner qu*une equation unique 

(7) V(j:, x,,^„. . .,x«, 5» $1,. . ., ?«-i) = o, ou V = o, 

entre les seules variables a?, a?«,..., ^, |,.... Dans ce cas, le determinant 

dxSi dxs\ djs\ 

(l^x d^ c/y^-i 

D = I dmi dxSi dw2 



d(p, J 9, //9,_ 






; «/n7,_, dWn-\ dWm-x 

est difTerent de zero, et il en est de meme des determinants D4, D2,..., D„.f que 
Ton deduit de D en remplagant successivement f,, (pa**--* 7*^1 p^r 9. 

Si Ton prend la differentielle totale de Tequation (7), qu'on y remplace dx 
par /», dxi -H />2 dx.2 -h . . -}- p,i dx„, dz par Wi rf|, -+- rz^ rfS^ -h . . . -h ©,,_, rf?^_i el 
dx^, dx^^..., dxn^^ par les valeurs tirees des equations (6), il faudra egaler a z^ro 
les coefficients des difTerentielles restantes, et Ton aura ainsi 



d\ d\\ v^ id\ tiy\ d<Si 

d^, -^f'-di) ^ 2- Vdis'^P' di) di: ■- "• 

1^1 



aver n — i autres equations qui se deduisent de la suivante : 



1=1/1 — 1 



d\ d\ V* /^^ ^^ \ {d'^i ^?i ^?/ dm, d^j dxs»-i\ __ 

di -^ "^^ Ti -^ 2, [d7, ^ p- d^ } \dt -^ "^^ di ^ d^, -d^ -^ ■ • "^ <J^, 'di;}—"' 

en donnaut ay les valeurs i, 2,..., in — ij. 

Comme cette derniere equation doit devenir identique en vertu des equations (6j 
el que celles-ci ne renferment pas les derivees des fonctions or,, zs^,. ., ct„_m ces 
derivees devront disparaitre d'elles-memes;'requation precedente se decomposera 
done en n autres dont Tune sera 

d\ (/V l^\d\ d\\ /d(Oi d<^i\ 
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et dont les n — r autres s'obtiendront en donnant ky les valenrs i, 2,..., (n — i) 



dans la suivante 

i=ii — 1 



1=1 



En outre, comme le determinant D forme avec les derivees -r^ est different de 

dxsj 

zero, on aura 

axi '^ ax 

pour les valeurs i, 2,..., (/i — i) de «; enfin, a cause des formules precedenles, 
la meme equation aura lieu egalement pour i = n, et Ton aura aussi 

(9) .rfi;- ^ ^>.;^ = ^' 

pour toutes les valeurs i, 2,..., (w — i; dey. 

II resulte de la que les n equations (7) et (9) peuvenl remplacer les n premieres 
equations du systeme (6) et que les equations (8) sont elles-memes equivalentes 
aux n dernieres equations (6). 

" 5- dx„, en fonetion des 

derivees de V. Pour cela, supposons qu'on ait resolu Tequation (7; par rapport 
a a: et qu'on en ait tire la valeur x = M, M etant une fonction donnee de a?,, 
a;^,..., a?„.|, ^, §|, §2,..., 5;,^i ; les equations (7) et (9) seront plus simplement 

(10) X — M, — -f- CT,-^ - o, 

et Ton -aura 

( ' < ) ;;, — —-. 

Oil peutoblenir la differentielle totale r/F du premier membre de Teqiialion dj, 
en ajoutant In differeiUielle de la premiere e(|uation (10; et celle des equations f 1 1;, 
apres les avoir mullipliees par des facteurs X, X, propres a faire disparaiire ^/|, 
rf£,,..., //^„_,. On a done 



(1'^) d¥^ 






'2\ 
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les facteurs X, X/ devant satisfaire h n equations dont I'une est 



, ^, . rfM v^. rf^M 



1=1 



et dont les /2 — I autres se deduisent de la suivante : 



(-4) ^^-^2^- 



rfM ^. rf^M 



d Ij ^ dxi dlj 



1=1 



en donnant ay les valeurs i, 2, 3,..., (/i— i). D'apres cela on a par la formule (la) 

et il ne reste plus qu'a exprimer le rapport ^ en fonction de x„ et des varia- 

bles auxiliaires ^, ^|.... 

Si Ton ajouteles equations (i3) et (i4) apres avoirmultiplie la premiere par tsry, 
on aura. ^ cause de la seconde equation (ro), 



t=n 



i=l 

rette equation (16) tient lieu de n — 1 equations distinctes, et il est evident que 
celles-ci sont satisfaites en posant 

dx^, cteji,..., ^n-i etant les differentielles de a?,, o^a,..., ir„_, considerees comme 
des fonctions de a?„ definies par les w — i equations (9). L'equation (i5) devient 
alors 

In 

et Tequation (i3) donne ensuite 

par consequent 

., rfM 



i=n 



X . ^ ^ dl . ,, dM 

1=1 
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enfin on aura par rintegration 

-J p-dx.= log^, 

car, M se reduisant a ? pour a:< = S|,..,, a7„ = 5;,, -y^ doit se reduire a Tunite, 
dans la meme hypothese. 

J^"^" X 
p- dxn ne peut cesser d'etre finie et deter- 

minee que si Ton attribue h la fonction/(a:|, a^a,..., x„_i) une forme telle, que la 
derivee -r^deviennenulle, infinieouindeterminee apres la substitution desvaleurs 

dea?i, x,,..., a7„_i tirees des equations (9). Mais alors il est evident que Ton ne 
saurait tirer de ces dernieres equations des valeurs determinees de x^, a?3,..., 
a?„_, se reduisant respectivement a 5,, ^j,..., ?„_« pouriC;,= ^„, puisque Thypo- 

these a?i = ?,, iCji = ?2» ••» ^n= l*i doit reduire -^ a Tunite. Les formules generales 

deviennent done necessairement illusoires, et la solution du probleme propose ne 
peut etre fournie que par Tune des integrates subsidiaires qui accompagnent 
rintegrale generale. 

La seule equation j? = M satisfait evidemment a Tequation proposee (r), si Ton 
y regarde S|, Sa*--* ^n-i et par suite £=/(S|, £2»>--» ?«-i) comme des constantes 
arbitraires; elle constitue une integrale complete. Dans I'integrale generale les 
quantites S, ?,,.. sont toutes variables, mais la differentielle de requationar= M 
reste la mome que dans le cas de ?,, ?2»--« constantes. On voit facilement que Tin- 
tegrale complete peut reproduire non-seulement I'integrale generale, mais plu- 
sieurs autres iutegrales subsidiaires moins etendues que celles-ci et qui, de meme 
que I'integrale complete, ne sauraient otre comprises dans Tintegrale generale. II 
est evident, en effet, que si Ton considcre n — i — jx des quantites |, par exemple 
?x4-i' ^ -+-»'••» ?«-!» ^ommedes fonctions arbitraires des/x autres, savoir S|, Sa,..., 
I , on satisfera a I'equation proposee par un systeme de |x -h 1 equations dont I'une 
sera 

(17) jc = M 

et dont les jx autres se deduironi de la suivante 






en donnant a / les valeurs 1 , 12,..., /x. 

Cela pose, si les equations (9) sont impropres a fournir des valeurs de a;,. 
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a?,,..., x„^t qui se reduisent respectivement a 5,, ?,,..., |»-, poura:„s2i §„, il est 
evident que Thypothese jr„= S^ fera renlrer quelques-unes de ces equations dans 
le systeine des autres, et il en resultera une ou plusieurs equation^ identiques, 
puisque les equations (9) sont toules verifiees quand on pose jc^ = §1, x, = |,,..., 

^n — ?«• 

II peut arriver que Thypothese ar„= S„ transforme ainsi toutes les ^quations(9) 
en identites; dans ce cas, toules les auxiliaires |«, ^2»--** ^n-i disparaissent de 
Tequation (17) quand on y fait a:„= ?„, puisque les derivees de M par rapport a 

;4» |.j Im-i "^ont alors nulles; et, comme celte equation est satisfaite quand on 

pose siniultanement .r, =|,,..., j7„ = |„ ^*t^=/(§<» l2»-'«» ?«-i)» elle donoera 
generalernenl x=:.fix^, a:,,..., :r„_< j pour a?^= ?„. Ainsi, dans le cas que nous 
nonsiderous, la solution du probleme est fournie par Tintegrale compile qui 
accompagtie Tintegrale generate, et dans laquelle subsistent n — 1 constantes arbi- 
ir^ires ^i^ ^2****' *5/i— i* 

Supposons en second lieu que les /i — i equations (9) se reduisent poura?« = 4„ 
a [L equations dislinctes qui correspondent aux valeurs 1, 2,..., fx de Tindicey. On 
peut admettre que I'on ait tire de ces equations les valeurs de ^,, ?i,..., S , el 

qu'on ait subslitue ces valeurs dans Tequation ic = M. Je dis alors que Thypothese 
x„ = B„ fera disparaitre de M toutes les auxiliaires restantes 5 ^,, H -f.a'--» in-i- 
S(ut, en effet, Bj Tune de ces auxiliaires : apres la substitution dont nous venons 
de parler, toutes les equations ''9: se transforinent en identites, et la meme chose 
a lieu a Tegard de la derivee de M par rapport a Sy, car celte derivee a pour expres- 
sion 



J=V. 



(dl, ^'"'-^j-^l.i ,11, ^ ''' ¥£-) Jt 



fi C: 



■^ eiant ici la derivee partielle de f, par rapport a ?y tiree des jul equations dis- 

tinctes auxquelles se rednit le systeme ^9) pour x.^ = S^,. Toutes les auxiliaires £ 
(Hsparaissant de Tcquation a? = M quand on fait x„= ^„, il s'ensuit que, dans cette 
hypothesc, cette equation se reduit a a? =/(a:|, a?o,..., a?„_, ), puisqu'elle doil 
etre verifiee quand on pose x^ = ?,, x^ = §2,..., ^« = ?« el x =/(?,, |2*--» ?«-i ;• 
Cela elant etabli, considerons la solution de Tequation (i) qui est fournie par 
les equations (17 ) et (18), et qui renferme n — i — /xfonclions arbitraires de |ul va- 
riables. II est evident, d'apres ce qui precede, (jue I'equation (17) sereduira, pour 
.x,^= ^,^, el en vertu des equations (18;, a a? =if[x^,x^,,,.^ ^n-i). car dans Thypo- 
ihese x,i = ^„ le systeme des equations (18; equivaut evidemment aux jx equations 
disiinctes auxquelles se reduit le systeme [^\. J-a solution du probleme propose 
sera done donnee dans ce cas par le systeme des equations (17 , et f 18 .. 
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11. SupposoDS maiateRaul que le deteraiinant D sait ruI; dans ce cas, on peut 
au moyen des n premieres equations (6) former un certain nombre |x (superieur 
a ij d*equations independantes des d^rivees C7», t;:.^,.... Nous supposerons ces 
equations resolues par rapport a ?, ?,, S2 ?^_,» el nous les representerons par 

. s y S« =* (-^t "^t^ -^a* • • • t -^n* ?a» ?«i-|- I ▼ • • • > &^«)» 

;; ; 

si Ton difTerentie ces equations, que Ton remplaee 

dx par pidXi-^ pidr^-h. . .-h pmdx^, 
d\ par GT,^/^, -f-cj,rf?, -h. . .-+-nj»-, rf^_,, 

qu'on elimine ensuite dx^, ite^,,..., (ix^_^, et que Ton remplaee enfindir^, 
^ -hi»*--' ^-^/t-i P^r '^ valeurs tirees des equations f6j, on obtiendrd une 
equation resultante qui ne renfermera plus que les/iniifferentielles independantes 
dxn, rf£|, dc2,,.', rf?/i-i; les coefficients de ces n differentielles doivent done etrr 
nuls en vertu des equations (6). Mais comme ces equations ne renferment pas les 
derivees des variables w,, era,..., celles-ci doivent disparaitre d'elles-memes,et Ton 
obtient en consequence 2/1 — /x equations au lieu de /i. Les n—fi premieres se de- 
duisent de la suivante : 

, , d<i> d<S>^ d<t>, rf*^_, 

en donnant ay les valeurs jx, /jl + 1 ,.. ., n — i ; les n autres sont comprises dans 

(^'^ [d^^-^p^d^r'^id^^'^p^'d^r''-''-^^ 

en donnant a 1 les valeurs 1, 2, 3,..., n. 

Les 2n equations (19), (aoj, fai) peuvenl evidemment rcmplacer les an equa- 
tions (6). Si Ton pose 

Tequation V= o sera evideaunent le resultat de Teliminatiou de §,, l2t.-.? 5^_j 

entre les equations (19), et Ton voit que Tequation f9o) peut etre representee par 

dV 

— = o, d'oii il suit que Tintegrale cherchee de Tcquation (1) sera le resultat de 
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reUmination des variables S , | ^, ?„_, entre les n- jx+i equations 



d\ d\ d\ 

(23) V=0, -T= =0, -7= = 0,..., -TZ =0. 






12. Si I'on pose 

(24) — i-i-i2 

I'equation (21) devient 

(25) /,,. + iH^__^.__..._^^_,__^j = o. 

rindice « devanl toujours recevoir les valeurs i, a,..., n. 

On reproduira la diflerentielle lotale dF du premier membre de I'equation (i), 
en ajoutant les differentielles totales des n + i equations (24) et (25), apres les 
avoir multipliees par des facteurs propres a faire disparaitre les difTerentielles des 
/I variables sTf,..., zs _,,? ,. | _^,»---» ?/i-« et i); on trouvera de cette maniere 

et 






/*-» 



rf^' 



-^ ' \dxdxi ^ dxdxi '*""' dxdxi ) 



1=1 



a cause de Tequation (24), on pent ecrire 

,g X, _, rflogii rflogii rflogO 

Quant aux facteurs X, X, , ils doivent satisfaire : i^ a Tequation 

(27) X^+X.^4-...^X„^^o; 

2** aux fjL — I equations qui sc deduisent de la suivante : 

I Q^ ^d<bi . d^i ^ d<t>i 
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en donnant k i les valeurs i , a, . . . , jx — i ; 3" aux n — /x equations 

yi , /^ </'«& d'<b, ^!*«-iN_ 

Tindicey devant recevoir les valeurs jx, /x + i,..., (n— i). II est evident que les 
equations (37) t (a8), (hq) sont satisfaites en posant 

X = i/xy X|' = dxi , 

les difTerentielles dx^ dxi se rapportant au cas oil Ton considfere x^ a;|,..., Xn^^ 
comme des fonctions de Xn determinees par les equations (19) et (20). 
L'equation (26) donne alors 

d*ailleurs» il est evident, d'apres Tequatioo (a4) et les equations (19), que Q, se 
reduit k Tunite pour a?, = ?o 0:2= §2,..., a?;, = |;„ a? =§; on aura done 

Jk, p- 

L'int^grale contenue dans le premier membre de cette formule (3o) ne pent 
cesser d'avoir une valeur finie et determin^e que si £2 devient nulle, infinie ou in- 
determin^e pour une certaine forme de la fonction/(a?i, x^^...^ ^/i-O* H est evi- 
dent que, dans ce cas, les formules g^n^rales (6) deviennent illusoires^ et Ton 
reconnaitra facilement, en suivant la marche que nousavons trac^e, que la solution 
du probl^me est donnee soit par Tequation unique Y = o, soit par Tune des inte- 
grales plus etendues que Ton obtient en joignant k I'equation V = o celles qu'on 
en deduit par la differentiation relative k quelques-unes des auxiliaires ^. Si |^, 

I^H-i»-'*» i^H-,-i> V^^ exemple, sont les auxiliaires dont il s'agit, on devra regar- 
der les auxiliaires restantes £ ^»S ^ _^,,...,|ii-.i comme des fonctions arbitraires 
des premieres. 
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NOTE HISTORIQUE 



SUR LES 



RECHERCHES DE MM. GERNEZ ET VIOLLETTE 



RELATIVES 



A LA CRISTALLISATION DES DISSOLUTIONS SURSATURfiES, 



Par M. L. PASTEUR, 

MEMBRB DB l'iNSTITUT. 



Le 29 novembre i863, j'ai regu de M. Vioilelle, professeur k la Faculle des 
Sciences de Lille, uoe Lettre dont j'extrais textuellement Ics lignes suivantes : 

€ Je trouve dans le Cosmos du 27 novembre une Note de voire obstine contra- 
dicteur, dans laquelle il demande aux chimistes : Ya-t-il des germes de sulfate de 
soude dans Vair? 

» Je suis aujourd'hui en mesure de r^pondre k cette question. J'attendais pour 
publier mon travail qu'il fut conriplet; mais je vois que j'aurais trop a faire pour 
presenter Thistoire complete des solutions sursaturees. Mon intention serait de 
publier seulement ce qui est relatif au sulfate de soude; plus tard, je m'occuperai 
des autres sels, qui presentent avec ce dernier certaines differences fort impor- 
tantes. Ainsi, pour n'en citer qu'une, la cause de la cristallisation du sulfate de 
soude est detruite a 3o degres; mais, tandis que cette cause subsiste encore a 
no degres pour le sulfate de magn^sie, elle ne disparait pour ce sel qu'un peu 
au dela. Je ne puis pas vous donner le nombre exact, mais il est inscrit sur mon 
registre de laboratoire. II y aurait done des germes differents (puisque germes il 
y a) pour le sulfate de soude, le sulfate de magnesie, etc. Tout ce que je sais, 
c'est qua les germes de sulfate de soude sont detruits a 3o degres, qu'ils sont solu- 
bles dans I'eau, insolubles dans Tesprit-de-vin, et qu'en tout cas ils &ont disse- 

22. 
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mines par place, ca et la, dans Tair. lis paraissent meme plus rares que les germcs 
organiques. 

> II me faut encore un mois pour terminer mon travail sur le sulfate de sonde. 
Pensez-vous que je doive le publier on faut-il attendre? • 

J'ai repondu sans retard a M. Viollette qu'il ferait bien, avant Tachevement de 
son travail, de prendre date pour les resultats tres-nouveaux qu*il m'annon^ait, 
soit par un paquet cachet^ adress^ k TAcademie, soit par une lecture k la Societe 
imperiale des Sciences de Lille, Societe qui avait dejk recu communication de bon 
nombre des resultats obtenus anterieurement par M. Viollette dans celte meme 
etude de la cristallisation des dissolutions sursaturees, notamment en aout i860. 

Bien que M. YioUetle eut neglige de suivre mon conseil et qu'il eut ainsi perdu 
ses droits a la priorite, il est sensible qu'k cette date deja reculee de novembre 
1 863, ses idees etaient a pen pres fixees sur la cause a laquelle il fallait proba- 
blement attribuer la cristallisation subite des solutions sursaturees de divers sels. 

Lorsque M. Gernez me fit part, au mois de mars i865, de la conclusion tres-pre- 
cise k laquelle il etait arrive sans rien connaitre des travaux de M. Viollette, je 
crus devoir ecrire a ce dernier qu'une personne, dont je ne lui donnais pas le nom, 
m'avait prie d'etre son interprete aupres de TAcademie pour la publication de 
resultats interessants sur les dissolutions sursaturees, et, sans rien confier k M. Viol- 
lette de la nature de ces resultats, je I'engageai a m'adresser une Note sur le meme 
sujet, que je communiquerais egalement a TAcademie. En agissant ainsi j'ai imite 
ce qui se passe k TAcademie toutes les fois qu'un Membre s'empresse de donner 
connaissance de faits qui lui ont ete annonc^s confidentiellement, s'il arrive qu'une 
personne tierce vienne a publier occasionnellement ces memes faits. 

M. Viollette me repondit en m'annongant I'envoi tres-prochain d'un Memoire 
etendu. J'extrais de la lettre de M. Viollette, qui porte la da4;e du 3 avril i865, le 
passage suivant : 

€ n faut que j'aie ete d'une negligence bien sotte, de n' avoir pas consigne les 
resultats auxquels je suas arrive dans un paquet caehete adresse k TAcademie — 
Je n'ai pas change dans mes convictions. Mon travail pent se resumer ainsi : 

> i^ La cause de la cristallisation du sulfate de soude, etc., est une poussiere 
solide en suspension dans I'air. 

> a^ Cette cause est insoluble dans I'alcool de vin, I'alcool amylique, les 
essences, etc. Elle est soluble dans I'eau. 

• 3® Cette cause cesse d'agir pour le sulfate de soude entre 34 degres et 35°, /> 
dans le vide sec. 

» Cette cause est differente pour le sulfate de magnesie, qui dans ce cas ne 
cesse d'agir qu'k 108 degres (dans le vide sec). 
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> Eq presence de pareils resultats et connaissant la facilitc avec laquelle le 
sulfate de soude a loHO s*eflleurit, je me demande si la cause qui fait cesser la 
sursaturatioD ne serait pas tout simplement du sulfate de soude depose sur les 
poussieres de Tair, ou du sulfate de magnesie. Qu'en pensez-vous? II y a dans 
Fair de la soude, dans le sel marin de Tacide sulfureux ou sulfurique provenant 
de la combustion. Pourquoi n*y aurait-il pas du sulfate de soude, du sulfate de 
magnesie, etc.? Je soumets cette hypothese a votre appreciation. > 

Le a4 avril i865, je presentai a T Academic les Notes de MM. Gernez et Viol- 
Ictte, qui ont ete inser&es au Compte rendu de la seance de ce jour. Je deposai 
en outre sur le bureau un Memoire manuscrit de M. Viollette. C'est ce meme 
Memoire que les Annates scientifiques de VEcole Normale publicnt a la suile de 
celui de M. Gernez. Ges diff§rents travaux, ainsi que les explications qui precedent, 
permettent de constater que MM. Viollette et Gernez sont arrives, chacun de leur 
cote, a la conclusion qu'il faut attribuer la cristallisation subite des solutions sur- 
saturees de sulfate de soude k la presence dans Tair de particules de ce sel, resultat 
remarquable qui tire une grande force de verite de la circonstance meme que je 
signale, a savoir, qu'il a ete deduit de deux scries d'experiences tout a fait inde- 
pendantes. J'ai pense qu*k ce titre, autant que par la juste convenance qu'il y avait 
de rendre a chacun le merite propre qui lui appartient, je devais au Iccteur les 
details dans lesquels je viens d'entrer. 
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PREMIER M^MOIRE. 

SULFATE ET ACfiTATE DE SOUDE (i) 



IJiTRODUCTION. 



II est des phenomenes qui se manifestent dans des circonstances si capricieuses 
et sous des influences si variables, qu'ils semblent sortir du domaine des fails or- 
dinaires pour acquerir une importance exageree, tant par Tattrait que Ton a gene- 
ralement pour le merveilleux que par Timperfection des experiences : les faits qui 
ont donne lieu a ce travail pr^sentent au plus haut degr6 ce caractere. 

An commencement de ce siecle, on savait qu'une solution aqueuse de sulfate de 
sonde satur^e a chaud n'abandonnait pas, en se refroidissant, Texcedant de sel que 
Teau avait pris a la faveur de I'elevation de temperature. Cette solution, qui rcstait 
liquide malgre la quantite considerable de sel dont elle etait chargee, re^ut le nom 
assez Strange desoUaionsursaturde. On avait reconnu qu'elle se prenait subitement 
en une masse cristalline, dans des circonstances qui parurent tres-variables; un 
grand nombre de chimistes se livrerent successivement a leur recherche, et la di- 
versite des faits qu'ils observerent fut telle, qu'il est pen de phenomenes pour I'ex- 
plication desquels on ait tente plus d'hypotheses. 



(i) Les experiences consignees dans ce Memoire ont ^\A communiqudes k TAcademie des Sciences le 
a4 avril i865 (voir Comptes rcndus, t. LX, p. 833). 
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Dans son Sysieme de Chunie^ Thomson avait annonce que la solution de sulfate 
(le soude enfermee chaude dans un vase bouche ne cristallise pas en se refroidis- 
sant, mais qu'elle se fige par ragitation avec elevation de temperature. II explique 
ces effets en admeltant que le liquide s'est combine avec le calorique; suivant lui, 
rimparfaite conductibilite du verre s'oppose a la destruction de la combinaison, 
mais Tair la determine lorsqu'on Tagite, comme le prouve, dit-il, le d^gagement 
de chaleur. Plus tard, Schweigger (i) renversa cetle theorie, en dimontrant que la 
solution se conserve aussi facilement dans un vase d'argent qui conduit bien la 
chaleur que dans un vase de verre, et qu^un cristal de sulfate de soude determine 
la cristallisation dans les deux cas. 

On avait aussi observe (2) que la solution sursaturee ne cristallise pas dans un 
vase dont on a chass^ Tair par Tebullition du liquide et que Ton a ensuite ferme a 
la lampc : on concluait de la que la pression de Tair a une influence sur la cristal- 
lisation. Gay-Lussac combattit cette opinion dans un Memoire presente k la Societe 
d'Arcueil en octobre 181 3 (3). II fit voir que le phenomene est independant de la 
pression de Tair, puisque i^ on peut di§terminer la cristallisation de la solution par 
le contact d*un cristal de sulfate de soude, d'une baguette de verre et d*une tige 
de fer, et ql^ qu'on peut conserver indefiniment la solution sous la pression de Tat* 
mosphere, si Ton a soin de la couvrir, lorsqu'elle est chaude, d'une couche d'es- 
sence de terebenthinc. 

Les autres experiences indiquees dans ce Memoire presentent un caractere ca- 
pricieux que Gay-Lussac ne manque pas de signaler, sans pourtant en rechercher 
la cause ; j'en citerai seulement une qui est devenue classique. II avait enferme une 
solution de sulfate de soude, saturee a la temperature de son ebullition, dana un 
tube de verre etire a la lampe, qu'il ferma lorsque Tair eut 6te expulse par Tebul- 
lition du liquide. c Apres son refroidissement, il ne s'y etait forme aucun cristal, 
quoiqu'on eut agite frequemment. Ayant casse Textremite de la pointe du tube 
pour donner acces k Tair, le liquide s'est solidifie a I'instant avec degagement tres- 
sensible de chaleur. II arrive cependant quelquefois que la rentree de Fair ne d^ter<- 
mine pas la cristallisation (4). > Cette remarque finale, que Ton a eu le tort de ne- 
gliger de citer, Gay-Lussac la reproduit dans son Memoire en ce qui concerne les 
experiences relatives a Tinfluence de Thydrogbne, de Tacide carbonique et du bi- 
oxyde d'azote sur la cristallisation. EUe aurait suffi pour empecher de deduire de 
Tensemble des experiences des consequences serieuses, tant qu'on n'aurait pas pre* 

(i) Journal de Sclnveigger^ t. \1I, p. 3o4, mars i8i3. 

(2) Chimie de Henry, et Traite de Chimie de Thenard, i" Edition, t. H, p. 3i6; 181 4. 

(3) Memoires de la Sociited^Arcueil, t. Ill, et Annales de Chimie et de Physique^ i" s6rie, t. LXXXVII, 
p. 225. 

(4) Memoires de la Society d'Arcueil, t. Ill, p. i8i. 
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cise les circonstances dans lesquelles on oblient un resuUat d^termin^, positif ou 
negatif. 

Quoi qu'il en soit, Gay-Lussac admit que Tarriv^e brusque de Tair provoque la 
cristallisation ; il alia mj&me jusqu'a supposer que Tair, en venant se dissoudre dans 
le liquide, precipitait une petite quantite de sulfate dc soudc par la meme cause 
qu'un sel en pr^cipite un autre de sa dissolution : cette faible quantite de sel suf- 
fisait pour faire cristalliser toute la masse (i). 

Du reste, en soumettant une solution sursatur^e & Taction d*une machine elee- 
trique ou d'une pile, il demontra que Telectricite est tout k fait impuissante k de« 
terminer la cristallisation. 

Schweigger avait precedemment ailfirme ('j) que la cristallisation ne pent avoir 
lieu sans le contact d'un corps solide; immediatement apres la publication du Me- 
moire de Gay-Lussac, il fit connaitre ses experiences (3). II montra que les solu- 
tions sursaturees de sulfate de soude sc conservent liquides au contact de Tair, si 
Von recouvre Torifice des vases qui les contiennent d'un objet quelconque, d'une 
feuille de papier par exemple. Au contraire, c le vase est-il completement ferme, 
dit-il, ct Touvre-t-on avec des precautions convenables sans agiter le liquide et 
sans y faire tomber les parcelles salines qui pourraient adherer au bouchon, il n\ 
a jamais alors cristallisation par Tentree libre de Tair (4)- » D*un autre c6te, il 
constate que des fils de fer, de verre, de laiton, et particulierement les poussieres 
et les corps avides d'eau, determinent la cristallisation. II semblerait qu'il va con- 
clure que ce sent les poussieres de Tatmosphfere ou ces corps qui produisent le 
phehomfene: il n*en est rien; il admet au contraire que Tair a par lui-m6me une 
certaine influence qu'il essayc d'expliquer. 

II cite k ce propos Texperience suivante de H. Davy (5) : on enleve Fair d'un 
vase contenant une solution chaude de sulfate de soude; elle reste sans cristalliser, 
mais elle se prend en masse lorsqu*on laisse rentrer Fair. Suivant Scbweigger, de 
la vapeur saline se trouve dans le vase oil Ton fait le vide; la rentree de Tair en 
precipite des cristaux qui, en tombant dans le liquide, le font cristalliser. Cette 
explication suppose Texistence de vapeur saline, ce qui est inadmissible k la tem- 
perature de Texperience. On. trouve dans le meme Memoire une confirmation des 
experiences de Gay-Lussac sur Telectricite; Schweigger remarque qu'un courant 

I I iiii_i I.. I LLiMi -- — --r- -- ~ -^ " ^-. ..-- -^ 

(i) Memoires de la Societe d^Jrcueii, t. lU, p. 187. 

(2) Journal de Schweigger^ t. VII, p. 3o4, mars 181 3. 

(3) Journal de Schweigger^ t. IX, p. 79. 

(4) Journal de Schweigger^ t, IX, p. 82. 

(5) H. Davy, Elements of chemical Philosophy^ i8ia; p. 58 de riklilion de J. Davy, 1840. 

Cette experience, ant^rieure k celle de Gay-Lussac que nous avons rapport^ plus haut, lui est au fond 
identiqae. Seulement Davy fait remarquer que Tair ne produit pas la cristallisation lorsqu'il rentre lente- 
raent; il faui qu*il soit agit^ pour determiner ce phdnom^ne. II est done par Uii-m6me sans actipn. 

JnnaUs icienti/iques de VKcoU Normale superieure. Tome III. 23 
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voltaique ne produit aucun effet, que de plus les bulles gazeuses qui se degagent 
sur les electrodes a travers la solution la laissent intacte. Le inagnetisme ne peut 
pas non plus etre invoque pour Texplication du phenomene, car tout est identique 
dans Taction de barreaux d'acier aimantes ou non, essay^s par un pole ou par 
I'autre. 

Dans un Memoire publie en 181 5 (1), Ziz de Mayence alia plus loin : il insista 
sur le fait annonc^ par Schweigger qu'un simple couvercle non hermetiquc, ap- 
plique sur les vases contenant la solution sursaturee, sufQt pour les garantir de la 
cristallisation, bien que I'air exterieur puisse penetrer librement dans le vase. De 
plus, il prccisa avec une exactitude rigoureuse les circonstances dans lesquelles la 
cristallisation se produit; il reconnut c qu'elle est plus rapide lorsque les vases 
qui contiennent la liqueur sont decouverts, qu'ils sont moins profonds, que leur 
orifice est plus large, que la partie decouverte de Torifice est plus grande, enfin 
que Tair est plus agite (2). • 

Ainsi, tandis que Pair confine et celui qui s'introduit dans un vase imparfaite- 
ment ferme sont sans influence sur le phenomene, Tair libre le determine. On pou- 
vait attribuer cette action k la vapeur d'eau contenue dans I'air, Ziz demontra 
qu'elle est sans efTet : il couvrit d'une cloche reposant sur Teau des vases ouverts 
contenant la solution sursaturee, qui resta intacte en presence de I'air sature d'hu- 
midite; la meme chose cut lieu lorsqu'il les plaga dans un grand flacon dont fair 
etait desseche par des fragments de potasse caustique. 

D'un autre cote, comme Tavaient vu Gay-Lussac et Schweigger pour un cristal 
de sulfate de sonde, une baguette de verre ou un fit de fer, il verifia qu'un certaia 
nombre de corps solides, les poussieres de Fair entre autres, determinaient la cris- 
tallisation; il demontra de plus que tons ces corps perdent leur propriete lorsqu'on 
les introduit prealablement dans le vase et qu'on les chauffe et refroidit avec la 
solution; enfin qu*il en est de meme lorsqu'ils sont mouilles ou qu'on les a chaufTes 
isolement jusqu'a un certain degre. D'apres cela, il faut admetlre que les corps 
exposes a I'air agissent sur la solution sursaturee de sulfate de sonde, et que Tac- 
tion de I'eau ou une certaine elevation de temperature leur enlevent cette propriete. 
Mais qu'est-ce qui communique aux objets laisses quelque temps au contact de 
Tair cette propriete si fugitive, qu'elle disparait par un simple lavage ou sous Tio- 
fluence de la chaleur? C'est ce qui restait a trouver : nous aliens voir que les 
nombreux et longs Memoires publics dcpuis ont tres-peu fait avancer la ques- 
tion (3). 

(1) Journal de Schweigger y I. XV, p. 160; i8i5. 
(a) Journal de Schweigger^ t. XV, p. 1C2; i8i5. 

(3) n convient de dire ici quelques mots de la formation, dans les liqueurs sursaturto, de crislaux moins 
hydrate que le sulfate de soude ordinaire. Schweigger avait d6j^ reconnu que dans les solutions concen- 
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Aprfes les experiences de Ziz> citons une experience interessante du professeur 
Turner (i), qui demontra que Ton pent conserver une solution sursaturee en lais- 
sant Tair du vase communiquer avec Tatmosphere au moyen d'un tube etroit. 
L'auteur en conclut que la pression atmospherique est sans influence sur la cris* 
tallisation. Le D^ Andrew Ure, en 1818, alia plus loin (a); il aflQrma que les ele- 
ments chimiques de Tatmosphere n'ont pas plus d'efTet que sa pression sur le li- 
quide, mais il conclut de ses essais qu*il n'en est pas de meme de Tagitation du 
vase. L'eiTet, suivant Tauteur, est analogue a celui qui determine Tarrangement 
de la limaille de fer sur une feuille de papier qui recouvre un aimant; de plus, 
contrairement aux experiences de Gay-Lussac et de Sckweigger, il soutint que Te- 
lectricite negative fait cristalliser le sulfate de sonde. Quoi qu'il en soit de ces 
assertions, la question de Tinfluence des elements chimiques de Tair fut etudiee 
de nouveau en 1827 P^** Th- Graham, de Glasgow (3). Apres avoir rejete Thypo- 
these de Faction des particules solides en suspension dans Tair, Tauteur enumere 
des experiences qui toutes ne reussissent pas constamment, il est vrai, dit-il, mais 
dont Tensemble le conduit a conclure que les gaz les plus solubles dans Teau sout 
aussi ceux qui font le plus facilement cristalliser, par exemple Tacide carbonique, 
I'acide sulfureux et surtout I'ammoniaque, et il attribue le phenombne a la disso- 
lution du gaz dans le liquide qui abandonne alors une parlie du sel dissous. Ce 
n'est autre chose, comme on voit, que I'explication de Gay-Lussac etayee sur des 
experiences douteuses. A quelques annees de la, on trouve un Memoire de H. Ogden 
de Sunderland (4) plus riche en faits nouveaux. L'auteur commence par declarer 
qu'il n*a pas reussi a determiner les circonstances precises dans lesquelles se pro- 
duit la cristallisation subite des solutions sursaturees; il n'en produit pas moins 
son hypothfese : suivant lui, c'estun choc, un ebranlement subit produit soit dans 

trdes il se depose, vers 6 a 8 degr6s, des cristaux diffdrents de ceux qu*on observe gen^ralement. Ziz (*) 
trouva que la liqueur au sein de laquelle ils se d^posent conserve les propri^U^ des solutions sursatur^s 
ordinaires, et que, lorsqu*elle se prend en masse, les cristaux transparents et durs pr^c^emment deposes 
deviennent blancs et opaques. II fit remarquer qu'ils sont moins hydrates que ceux qui r^uttent de la 
cristallisation rapide de la solution sursaturee. Plus tard il leur attribua la composition rcpr^nt^e par la 
formule NaOSCP, 8H0. Faraday (**), qui de son cdt6 ^tudia ces cristaux, fut conduit au m6mo rdsultat. 
Ziz signala aussi des cristaux d*une autre composition que Ton pent obtenir en chaufTant avec une source 
calorifique quelconque ou k Taide des rayons solair^s la liqueur sursaturee quo Ton a dtal^e en couche 
mince sur les parois du vase qui la contient. Plus tard (***) il revint encore sur ces trois formes de sulfate 
de soude dont il reconnut la difference do comi)osition. 

(*) Journal de Sckweigger, t. XV, p. i65. 

(»«) Journai of Science, t. XIX. 

(*»») Journal de Schweigger, t. XLVII, p. 206; 18 »6. 

(1) Turner, Elements of Cliemistry. 

(a) Repertory of Arts for 1818, t. XXXIII, p. no. 

(3) Transactions of the royal Society of Edinburgh, t. XI, p. 114. 

(4) Edinburgh new Philosophical Journal^ t. XIII, p. 309; i832. 
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la masse liquide, soil dans Tair en contact, qui separerait les cristaux de la liqueur. 
Pour appuyer cette assertion, il remarque que des solutions diyerses resides li- 
quides pendant un long repos se sont tres-souvent prises en masse par I'agitation. 
Ges experiences furent repetees sur un certain nombre de substances que Ton n V 
vait pas encore etudiees, et dont nous nous occuperons ult^rieurement. Tels sont 
le carbonate, Tacetate et le phosphate de soude, Talun, le sulfate de magnesie, le 
rhiorure de calcium, etc.; les resultats douteux qu'elles donnferent pur Tagitation 
ne permettent pas d'en tirer led m^mes consequences que Tauteur sur la cause du 
phenomene, mais elles montrent que Fair libre peut rester en contact avec ces li- 
quides pendant plusieurs jours sans modifier leur etat. Du reste cet etat peut se 
conserver, quelles que soient les reactions chimiques que Ton provoque au sein de 
la liqueur : ainsi Ton peut precipiter, dans une solution sursaturee de chlorure de 
calcium, soit du sulfate de chaux, soit de Toxalate de chaux, par I'acide sulfurique 
rt Toxalate d^ammoniaque, sans que le reste de la liqueur cristallise. 

On n*obtient pas plus d'eflet quand on fait agir sur la solution sursaturee d'une 
substance I'eau mere au sein de laquelle les cristaux se sont deposes; I'experience 
tentee sur le chlorure de calcium donne un r^sultat negatif (i): Ftuteur I'avait 
essayee, dit-il, pour juger I'analogie qu'il pouvait y avoir entre le phenomene qui 
nous occupe et la marche d'une fermentation que Ton determine au moyen d*un 
ferment introduit dans le liquide susceptible de fermenter. De Texperience resulte 
la conclusion suivante : quels que soient Tetat moleculaire ou la constitution d*une 
solution sursaturee, lelle peut se meianger ou se combiner avec une solution sim- 
plement satur^e sans en provoquer la cristallisation. 

Ces divers resultats, successivement publics depuis f 8 1 3, restferent sans doute ge- 
neralement ignores, puisqu'en 1 85o, lorsque Loevel publia son premier Memoire sur 
la sursaturation des dissolutions salines ^ les faits qu'il annon^ai t semblerent nouveaux. 
En realite il confirmait, par de nombreux exemples, que la solution sursaturee de 
sulfate de sonde contenue dans des vases ouverts cristallise d'autant plus facilement 
que Tacces de fair est plus facile; que de plus les corps exposes k Fair ne deter- 
minent plus la cristallisation lorsqu'ils ont ete mouilles ou chauffes. Aux pheno- 
menes connus, il ajouta Tobservation importante qu'un abaissement de la tempera- 
ture jusqu'a — 8 ou — lo degres determine la cristallisation du sel; il fit de plus 
une etude soignee des proprietes de Thydrate decouvert par Schweigger, Ziz et 
Faraday, et il en fixa la formule NaO SO^, 7HO. Mais la forme sous laquelle il pre- 
senta ses experiences et les explications qu'il essaya ne contribuerent pas a edaircir 
la question. Ainsi (2), se fondant sur la difficulte que la solution eprouve a cristal- 



(i) Edinburgh new Philosophical Journal, t. XIII, p. 3 14. 

(2) Annales de Chimie et de Phrsique^ V s^rie, t. XXIX, p. 62. 
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User dans des tubes ouverts d'un tres-petit orifice, il attrihua d'abord ce retard a Tac- 
tioD des parois dont la surface en contact avec un meme poids de liquide est relati- 
vement plus grande, puis il renon<;a a cette hypothese, que c rien du reste, dit-il, ne 
prouve positivement (i), > pour recourir aux actions dites dc contact ou catalytiques. 

L'ann^e suivante (la mai i85i), M. Goskynski {2) crut pouvoir expliquer I'ex- 
perience du tube de Gay-Lussac (qu'il suppose reussir toujours), en admettant que 
I'air venant au contact du liquide se sature d'eau, ce qui determine la cristallisa- 
tion du sel. Le i3 juin suivant» M. Selmi, de Turin (3), fit paraitre une reclamation 
de priorite; il invoquait un certain nombre d'experiences publiees anterieurement 
et qui Tavaient conduit a formuler la meme hypoth^se. Loewel mit fin au debat 
(:26 avril i852) (4)f en reproduisant les deux experiences de Ziz qui demontrent 
que les solutions sursaturees se conservent egalement bien dans un air sec ou hu- 
mide. II fit a ce propos plusieurs centaines d'experiences sur Taction de Tair or- 
dinaire desseche ou sature de vapeur d*eau (5). L'air humide, avant d'arriver a la 
solution sursaturee, traversait une serie de flacons laveurs et un tube a ponce 
mouillee; Tair sec passait dans des flacons k acide sulfurique ou dans un tube a 
potasse caustique. Dans les deux cas la cristallisation eprouva un retard conside- 
rable, et a vitesse egale un courant d'air sec parut la determiner moins facilement 
qu'un courant d'air humide. c On ne voit pas, dit-il (6), comment il pent se faire 
que Fair atmospherique perde en partie ou presque totalement la propriete de de- 
terminer la cristallisation subite des dissolutions quand on le desseche ou qu'on 
le sature d'eau artificiellement, tandis que dans son etat uaturel il conserve cette 
propriete a peu pres toujours au meme degre dMntensite, aussi bien lorsqu'il est 
sec, par suite de beau temps, que lorsqu'il est dans un etat d'humidite extreme par 
suite de pluies continuelles. > 

En reality Tappareil etait complexe et Tair, avant d'arriver au liquide sur lequel 
il devait agir, traversait une serie de flacons et des colonnes d'eau ou d*acide sul- 
furique. Une autre serie d'exporiences mit ce fait en relief et augmenta Tembarras 
de Tauteur : en ne mettant plus rien dans les flacons, il observait, comme dans les 
experiences precedentes, que Tair perdait sensiblement son action, ce qu'il ex- 
pliqua en disant c que le frottement centre les parois des appareils, centre la po- 
tasse ou Tacide sulfurique et 3urtout contre Teau, parait etre la principale cause de 
cette perte (7). • 

(1) Jnnales de Chimie et de Physique, 3* s^rie, t. XXIX, p. 129. 

(a) Comptes rendus des seances de VAcademie des Sciences, t. XXXH, p. 717. 

(3) Comptes rendus, t. XXXII, p. 909. 

(4) Comptes rendus, t. XXXIV, p. 942. 

(5) Annates de Chimie et de Physique, V s^rie, t. XXXVII, p. i58. 

(6) Annates de Chimie et de Physique, 3* s^rie, I. XXXVH, p. 176. 

(7) Annates de Chimie et de Physique, 3' s^rie, t. XXXYU, p. 178, et Comptes rendus, I. XXXV, p. 217. 
Annates scientijiqucs de Vtcole Normate supeneure. Tome III. 2^ 
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Dans une Note additionnelle (9 aout i852) (i), il signale une experience c bien 
propre, dit-il, a dimontrer que e'est par le frottement que I'air perd sa propri^te 
dynamique. > En passant par un tube de 40 a 5o centimetres de longueur sur i5 
a 18 millimetres de diametre et rempli de coton, Tair devient inactif. Cette nou- 
velle hypothfese n'expliquait pas pourquoi les corps chauffes ou mouiil^s perdent 
leur action, et bien qu'elle ne se pretat qu'a Texplication du pbcnomene unique a 
{'occasion duquel on Tavait imaginee, elle fut cependant assez prise au serieux par 
certains savants, qui se scrvirent de ce point de depart pour d^velopper certaines 
vues relatives k Teffet du frottement sur I'air. Ainsi Ton trouve ce qui suit dans un 
ouvrage de M. Him (2) : t En partant de cette idee (que c'est le frottement seul 
qui modifie les qualites de Tair), et afin de tourmenter encore bien plus forte- 
ment les parties internes de Tair, j*ai comprime ce gaz a 4 atmospheres dans un 
ballon en cuivre; puis, le laissant ecbapper peu a peu, je le conduisais au fond 
d'une fiole pleine de dissolution sursaturee de sulfate de sonde. Tai pu ainsi faire 
passer plus de 4o litres de cet air brusquement detendu sans apercevoir aucune 
cristallisation; des que j'y substituais de Tair ordinaire, le liquide se prenait en 
masse. 

• Si Texplication donnee par Loewel est correcte, et Texp^rience que je viens de 
citer semble le prouver, il ne pent plus etre douteux que Tair, a une meme tem- 
perature et a une meme pression, pent, par un travail mecanique, 6tre modifie 
dans quelques-unes de ses proprietes, et il est clair aussi, dfes ce moment, que le 
travail depense a operer cette modification ne doit plus produire de chaleur dans 
le gaz. > 

Nous verrons plus loin que dans Texperience de M. Hirn, comme dans celles de 
Loewel, si Tair devient inactif, c'est qu'il a abandonne aux parois des appareils par 
lesquels on Ta fait passer une substance dont le contact determine la cristallisation 
de la solution sursaturee. 

Vers la meme epoque (3), M. Lamy publia des experiences analogues ^ celles de 
Loewel; les conclusions de son travail sont les suivantes (4) : * Les corps solides, 
liquides et gazeux qui detruisent la sursaturation par leur simple contact perdent 
momentanement cette propriete, qu'ils soient en repos ou en vibration, soit par 
une simple elevation de temperature, soit par un leger frottement, soit enfin par 
une modification invisible et insaisissable que leur surface ou leur masse subit au 
contact de Teau ou des dissolutions sursaturees. » Apres ce resume, Tauteur rap- 



(i) Jnnales de Chimic ct dc Physique , V serie, t. XXXVII, p. 179. 

(2) Exposition anahtiqtte et expcrimentale dc la theorie mecanique dc la chaleur, par G. Hirn, p. i3i. 

(3) These de Physique soutenue en noverabre i85i. 

(4) These de Physique soutenue en novembre i85i, p. 43. 
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proche ces phenomenes de celui que Ton dcsigne sous le nom dc pass'mte dufer. 

Quelques annees apres (i858), parut un Memoire de M. Schroder relatif a Tin- 
fluence de Tair filtre sur la fermentation, la putrefaction et la cristallisation (i). 
Le point de depart de Tauteur est Texperience de Lcewel sur Tair qui a traverse 
une coucbe de eoton; il demontre que les solutions sursaturees diverses (sulfate vi 
carbonate de soude, sulfate de magnesie et alun), abandonnees au refroidissement 
dans des vases bouches avee des tampons de coton, ne cristallisent pas malgr^ la 
rentree de Fair; elles se figent au contraire quand on enleve ce boucbon imparfait. 
Le meme resultat s'obtient avcc Teau, le soufre et le pbosphore amenes a Tetat de 
surfusion. D'autre part, au lieu d'etudier le sulfate de sonde dont les solutions 
cristallisent tres-rapidement a Fair dans des vases decouverts, il cboisit pour ses 
experiences le carbonate de sonde qui se prend en masse plus difficilement, et il 
essaye sur la solution sursatur^e de cette substance Faction d'un grand nombre de 
corps (oxydes, acides, sels, etc.) : il constate que tantot ils produisent la cristalli- 
sation, tantot ils restent inactifs, surtout quand leur surface n'a pas etc en contact 
avec Fair exterieur, ou lorsqu*ils ont ete mouilles ou cbauffes, ou qu'ils ont se* 
journe dans un volume d'air pen considerable. En rapprochant ces phenomenes 
des precedents, il se trouve conduit a supposer que Fair n'agit que par les corps 
solides qu'il contient; d*un autre cote, dit-il, les corps solides n'agissent qu'apres 
le contact de Fair (2), de sorte que Fon se meut dans un cercle si Fon ne veut pas 
admettre qu'il y a dans Fair un petit cristal isomorplie a chacun de ceux qui se 
deposent dans les nombreuses solutions sursaturees. Si Fon adoptait, ajoute-t-il, 
cette consequence invraisemblable, il faudrait admettre Fhypotb^se bien plus in- 
vraisemblable que ces cristaux varies flottant dans Fatmosphere se detruisent com- 
pletement a un.e temperature qui n'atteint pas 100 degres. II suppose alors que le 
phenomene est produit par < les corps appeles miasmes et auxquels sont dues la 
fermentation et la putrefaction, phenomenes si analogues, que Fon peut leur assi- 
gnor a juste titre une meme cause generale quoique completement inconnue. > 

Le cote faible du raisonnement de M. Schr(>der s'aper<;oit aisement : il attribue 
aux diverses solutions sursaturees ce qu*on a observe seulement sur le sulfate de 
soude; il suppose que ces liqueurs exposees a Fair y cristallisent facilement. Or, en 
se reportant aux experiences d'Ogden, on voit que certaines solutions se conservent 
tres-longtemps, meme dans un laboratoire. II n'est done pas necessaire d'admettre 
qu'il y a partout dans Fair des parcelles de toutes les substances dont on obtient 
des solutions sursaturees. Quoi qu'il en soit, il est aise de voir que la question tend 



(i) Annalen tier Chemie und Pharmacie^ t. CIX, p. 35, iSSg. 
(a) Annalen tier Chemie und PharmaciCy t. CIX, p. 48. 
(3) Annalen der Chemie und Pharmacic, t. CIX, p. 49- 



:^l\. 



1^6 RECHERCHES 

a s'eclaircir et qu'on en arrive a attribuer le phenomene a une substance inconnue, 
alterable par la chaleur et disparaissant par Teau. 

Apres les recherches de M. Schroder, nous citerons pour m^moire une Note de 
M. Terrell (i); avec quelques observations incomplfetes et des apparences qui trou- 
veront leur explication plus loin, Tauteur ramene le vague dans la question. Ainsi, 
pour expliquer des faits analogues a Texperience de la baguette chaufTee, il dit 
que c les liqueurs sursaturees ne cristallisent point lorsqu'elles sont en contact 
avec des corps qui se trouvent dans un certain etat, qui doit etre le meme que 
celui dans lequel se trouve la dissolution sursaturee. > 

Nous sommes en i860: M. Pasteur, apres avoir jetc une vive lumiere sur les 
phenomenes mysterieux connus sous le nom de fermentations, avait continue ces 
recherches par une admirable etude des causes qui determinent Talteration des 
infusions organiques, et il avait demontre que toutes les fois que la vie apparait au 
sein de ces liquides, c'cst qu'ils ont recu de Tatmosphere et qu'ils nourrissent des 
corpuscules organises, germes ou spores, qui s*y trouvaient en suspension. Nous 
avons vu que deja ces phenomenes avaient ete rapproches de ceux que manifestent 
les solutions sursaturees. M. Ch. Yiollette reprit la question k ce point de vue et 
repeta les principales experiences de M. Pasteur, en remplacant la liqueur putres- 
cible par une solution sursaturee de sulfate de soude (2). 

Les resultats de ce travail vinrent a Tappui de certains faits constates depuis 
longtemps par Schweigger, Ziz, Loewel; on pent les resumer comme il suit: 

1^ Un cristal de sulfate de soude ordinaire determine la cristallisation de la so- 
lution sursaturee; 

2^ Les corps exposes a Tair font cristalliser cette solution; 

3° On peut enlever a Pair toute action en le tamisant sur du coton ou de Ta- 
miante; 

4^ Les corps exposes a Fair deviennent inactifs quand on les chauffe (de 100 a 
i4o degres suivant M. VioUette); 

5^ Le contact avec Teau, prolonge pendant vingt-quatre heures, enleve toute ac- 
tion aux substances qui font cristalliser. 

L'auleur attribue la cristallisation a une subtance inconnue, et comme il a ob- 
serve que la baryte et la chaux calcinees figent la solution sursaturee, il conclut 
avec circonspection c qu'il se pourrait bien que la substance qui determine la cris- 
tallisation des solutions sursaturees agit comme un corps avide d'eau determinant 
la formation d'un cristal a 10 equivalents d'eau. > 

Relativement aux solutions de carbonate de soude, de sulfate de magnesie et 



(i) Comptcs rendusy t. LI, p. 5o6. 

(•2) Memoires de la Societe des Sciences de Lille ^ 2* s<5rie, t. VH, p. i85, aoOt i860. 
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d'alun, Tauteur annance qu'elles cristallisent par la rentree brusque de Fair ordi^ 
naire, ou au contact de cartouches d'amiante chargees de poussicres de I'air. 

Nous ferons voir plus loin que les assertions relatives a Taction de la chaux et 
de la baryte, k celles de I'air ordinaire sur les solutions diverses, reposent sur des 
erreurs de fait et qu'il n'y a pas lieu de les discuter. 

Dans une communication ulterieure (21 decembre i860) (i), M. Ch. Viollette an- 
nonce que cette cause inconnue n'est pas disseminee d'une maniere uniforme dans 
Tatmosphbre. Pour s'en assurer, il ouvre dans un meme lieu une serie de ballons 
de verre contenant la solution sursaturee et dont Tair a ete chasse par I'ebullition 
du liquide, et il juge de la dissemination de la cause presumee du ph^nomfene par 
ie nombre des ballons oil Ton observe la cristallisation : on reconnait la Texpe- 
rience de M. Pasteur. Cette experience, si propre a demontrer d'une fa(jon rigou- 
reuse qu'il est des points de Tatmosphere oil il n'y a pas de germes organises, 
puisque toutes les causes d'erreur tendent a en introduire, ne vaut absolument 
rien quand il s'agit d'etablir qu'il y a une substance en un point determine. Nous 
verrons plus loin, en effet, que les diverses causes d'erreur conspirent avec cette 
substance inconnue pour produire la cristallisation, et qu'elles suflisent a la deter- 
miner; que d'un autre cote, lorsqu'on leselimine, I'experience manque absolument 
de sensibilite, car on pent ouvrir un grand nombre de ballons sans que dans un 
seul se presente le phenom^ne de la cristallisation. II resultc de la que la dissemi- 
nation de cette substance inconnue dans Tatmosph^re, quoique possible, se trouve 
n'etre qu'une assertion. 

Des observations de ce genre pourraient etre faites au sujet d'un certain nombre 
d'exp^riences dans lesquelles I'auteur, oubliant que I'objet n'^tait pas le meme que 
celui qu'avait en vue M . Pasteur, s'est attache trop fidelement aux memes disposi- 
tions experimentales, et il en est resulte que ses patientes recherches ne sont pas 
demonstratives. 

Ces experiences, qui ne resolvaient pas la question, ne retjurent du reste qu'une 
publicite fort restreinte, et les choses en etaient la lorsque j'eus la bonne fortune 
d'assister M. Pasteur dans les experiences relatives aux generations dites sponta- 
nies qu'il r^petait au Museum devant une Commission de I'Academie des Sciences 
(juin 1864). J'y entendis objecter a ses experiences les ph^nomenes si singuliers 
que presente le sulfate de sonde et dont la cause etait regardee comme lout a fait 
inconnue; j'eus alors I'idee de m'occuper de ce travail, que j'entrepris bientot sans 
connaitre, fort heureusement, la plupart des recherches anterieures auxquelles le 
sujet avait donne lieu et qui, par leur diversity et leurs contradictions, m'auraient 
peut-Stre detourne de cette etude. C'est en repetant un grand nombre de fois 

(i) Memoires de la Society des Sciences de Lille, a* s^rie, t. VU, decembre i860. 
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cbaque experience^ en n^admettant un resultat que lorsque de nombreux essais, 
tons concordantSy me rimposaieut en quelque sorte, en recherchant avec le plus 
grand soin, pour les evitcr, les diverses causes d'erreur qui peuvent rendre les ex- 
periences illusoires, en imitant, en un mot, moins les dispositions exp^rimentales 
de M. Pasteur que sa mcthode si rigoureuse, que j'ai poursuivi ce travail dont j*ex- 
pose ici les premiers resultats. 

t,tudc des circonstances dans lesquelles on determine ou Von empeche la 
cristalUsation subite du sulfate et de I' acetate de soude. 

Lorsqu'on jette un coup d'oeil sur les resultats divers annonces par certains sa- 
vants et le plus souvent contestes par d'autres, on voit qu'il en est un sur lequel 
tous sonl d'accord : c'est Taction immediate et infaillible d*un cristal de sulfate de 
soude sur la solution sursaturee de cette substance. Je me suis attache tout d'abord 
a constater qu'une quantite extremement faible de ce sulfate produit la cristalUsa- 
tion aussi vite qu'un cristal de dimensions appreciables. Avec des fils de fer, de 
verre, etc., legerement humides et qui n'avaient pas d'action sur la liqueur, je 
touchais un cristal de sulfate de soude; j'en detachais ainsi des parcelles impercep- 
tibles, je les amenais au contact de la solution sursaturee, et immediatement se 
produisaient des cristaux qui envabissaient bientot tout le vase. 

Ce fait a une importance capitale au point de vue de la valeur qu'il faudra attri- 
buer aux experiences; en effet, quelle que soit la cause que Ton doive assigner au 
phenomene, le contact d'une parcelle de sulfate de soude suffisant a le produire» 
il est evident que toutes les experiences dans lesquelles des cristaux de ce sal 
pourrontvenir au contact du liquide devront etre rejetees comme incertaines, et il 
faudra, dans une etude serieuse du pbenomene, se preoccuper constamment d'eloi* 
gner des appareils les moindres traces de cette substance; des lavages a Teau dis- 
tillee permettront d'atteindre facilement ce but. 

Un autre fait que j*etablirai aussi, contrairement k Tassertion deZiz, c*est qu'un 
cristal de sulfate de soude, chauffe a une temperature de 33 degres, perd la pro- 
priete de faire cristalliser sa solution sursaturee. Pour le constater, j'ai convert de 
sulfate de soude le reservoir d'un tbermometre que j'ai porte k des temperatures 
graduellement croissantes. A 33 degres il a perdu la faculte de determiner la cris- 
talUsation qu'il avait jusque-la conservee. Pour obtenir rigoureusement le resultat 
indiquc, il est indispensable de porter le cristal de sulfate de soude k une tempe- 
rature constante dans tous ses points; et comme cette substance conduit mal la 
chaleur, il doit se faire que Tinterieur n'atteigne que tres-lentement la temperature 
des coucbes exterieures; de Ik la necessite de ne recouvrir le reservoir du thermo- 
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metre que d'une couche trfes-legfere de sulfate de soude. Cette propriete fournit un 
moyen d'eliminer {'influence du sulfate de soude; en chauffant au delk de 33 de- 
gres les corps sur lesquels on opere, on paralysera k coup sur Taction du sulfate. 

De ce qui precede il resulte qu'il faudra ^viter avec le plus grand soin de laisser 
du sulfate de soude sur les objets dans le voisinage desquels on experimente, car 
ce sel est efflorescent, et il donne au bout de peu de temps une poussiere extreme- 
ment t^nue que le moindre courant d'air dissemine dans Tespace. Aussi faudra-t-il 
se defier des resultats obtenus dans les laboratoires oil les poussieres sont chargees 
de matieres salines, et apporter la circonspection la plus grande dans I'execution 
des experiences et leur interpretation. 

Ges consequences logiques d'un fait bien etabli m'ont constamment guide dans 
le cours de ces recherches; j'ai du reste trouve un contrdle aux observations sur 
les solutions de sulfate de soude, en etablissant des experiences semblables sur 
I'acetate de soude, et c'est 'Surtout I'etude comparee de ces deux substances 
qui m'a donne raison de ces phenomenes de cristallisation subite inexpliques 
jusqu*ici. 



I® IjCS solutions sursaturees de sulfate et d* acetate de soude se conservent indejiniment 
a la temperature ordinaire dans les vases oil elles nont pas le contact de fair 
exte'rieur. 

On a generalement admis que les solutions sursaturees de sulfate de soude se 
conservent indefiniment dans des vases benches; cette proposition a cependant 
trouve des contradicteurs : Ure, Ogden, etc., ont observe que des solutions enfer- 
mees dans des fioles se prenaient en masse par I'agitation. Cette observation pent 
etre exacte dans le cas ou des parcelles salines sont restees adherentes aux parois 
ou aux bouchons; il arrive alors necessairement qu'en agitant le liquide on I'amene 
jusqu'a elles et qu'il cristallise. Mais on evite cette cause d'erreur si Ton opere 
comme il suit : dans un ballon ou dans une cornue on introduit la solution sursa- 
turee, composee par exemple de 3 parties de sulfate de soude et de 2 d'eau dis- 
tillee, on chauffe le liquide jusqu'a I'ebullition, et Ton ferme I'orifice sans qu'il 
soit necessaire de chasser I'air; on promene ensuite le liquide chaud sur toute la 
surface interieure du vase pour dissoudre les parcelles salines qui pourraient s'y 
trouver, et la solution ainsi pr6paree reste liquide indefiniment, quelle que soit 
I'agitation que Ton communique au vase. On pent meme, pour la rendre plus vio- 
lente, introduire dans le vase des corps solides, des fragments de verre, et I'effet 
obtenu reste le meme; j'ai pu ainsi communiquer ^ des ballons et k des tubes con- 
tenant la solution saturee des milliers de secousses sans jamais produire la cristal- 
lisation. 
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J'ai (lit qu'apres avoir empli les vases de la solution il convenait de porter le 
liquide a TebullitioD; cette operation n'est meme pas necessaire si Ton emploie les 
precautions suivantes pour introduire le liquide : le vase ayan( ete recemment lave 
et s^che k I'abri des poussieres de Tair, on se sert d'un long entonnoir k robinet, 
dont Textremite effilee A doit arriver jusqu'au milieu du ballon {PL I, fig. i). Le 
liquide, verse chaud dans Tentonnoir, s'ecoule par son extremity ; quand il n'en 
reste plus qu'une petite quantity, on tourne le robinet, Tecoulement s'arrete, et la 
goutte liquide rentre dans le tube; on n'a done pas a craindre qu'elle tombe sur 
les parois froides du vase oil elle pourrait cristalliser. On 6vite du reste tout con- 
tact du tube entonnoir en Tentourant d*un autre B qui, etant maintenu toujours 
bumide, peut toucher le vase sans y deposer de parcelle saline. Quand on a ainsi 
introduit le liquide chaud, on peut fermer le vase avec un bouchon de liege recem- 
ment lave et Tagiter sans produire la cristallisation. 

On peut aussi conserver la solution sursaturee en la garantissant de I'air exte- 
rieur par une couche d'huile, d'essence de terebenthine, et en general d*un liquide 
qui ne se mele pas avec la solution et qui soit plus leger qu'elle. Gcftte experience 
reussit toujours, a la condition expresse d'introduire le liquide sur la solution tres- 
chaude, ou de ne s*en servir qu'apres I'avoir agite quelque temps avec de Teau. 
C'est qu'en effet Thuile et I'essence qui ont sejourn6 dans le lieu de Texperieuee 
ont pu se charger d'une petite quantite de sulfate de sonde. II est vrai que ce sel 
est insoluble dans ces liquides ; mais s'il s'y trouve en parcelles extremement te- 
nues, il peut y demeurer en suspension a la maniere de certains corps solides qui 
flottent dans des liquides moins denses (sulfate de baryte, poudre d'emeri dans 
Teau), et en arrivant finalement a la couche de separation des deux liquides, il doit 
en determiner la cristallisation. 

L'etude des solutions sursaturees d'acetate de sonde conduit k des resultats 
identiques. 

2° Vair libre agit sur la solution sursaturee de sulfate de soude par une substance 

quil tient en suspension. 

Si Ton expose a Tair un vase largement ouvert contenant une solution sursa- 
turee de sulfate de soude, on constate que le liquide finit toujours par cristalliser. 

D'un autre cote, la cristallisation ne se produit jamais lorsque le liquide est 
contenu dans un vase ferme, meme imparfaitement. II suffit, en effet (i), comme 
Ta montre pour la premiere fois Schweigger en i8i3, de recouvrir Torifice du vase 
d'une simple feuille de papier, pour empecher la solidification. Dans ces conditions, 

■ — — n ' ' ..II.. 1.1. Ill .1 

[}) Voir p. i6g. 
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les elements gazeux de Fair peuvent penetrer dans I'interieur du vase par suite des 
variations de la temperature ambiante, et comme la cristallisation n'a pas lieu, on 
pent en conclure qu'ils sont impuissants k la produire. Cependant, comme Pair ex- 
t^rieur ne peut facilement penetrer dans Tinterieur des vases lorsque leur orifice 
est reconvert d'un objet quelconque, j'ai jug6 utile de disposer les experiences sui- 
vantes : 

Dix ballons a long col, d'environ | de litre, et donl Torifice avait de lo a 
1 2 millimetres de diametre, ont et6 remplis au tiers d'une meme solution de sulfate 
de sonde k Taide de I'entonnoir d^crit p. i8o. Je les ai places Tun pres de Tautre 
en faisant alterner un col horizontal et un col vertical {fig. a el 3); une heure 
apres, la solution avait cristallise dans les ballons dont le col etait vertical : elle 
etait encore limpide dans les cinq autres trois mois plus tard, lorsqu'ion mit fin k 
I'experience. 

Douze cornues de capacites variant de \ de litre a 6 litres, remplies le meme 
jour et placees dans la position normale, c'est-a-dire Torifice tourne lateralement, 
sont restees inalterees pendant le meme laps de temps, malgre les variations de 
temperature et Tagitation de Tair exterieur qui renouvelaient Fair contenu dans le 
vase. 

Ces experiences ont ete repetees avec des vases de formes et de capacites di- 
verses, et toujours la solution est restec limpide lorsque Torifice du vase a ete 
tourne lateralement, tandis qu'il y avait cristallisation au bout de pen de temps 
lorsque la projection verticale dc I'orifice rencontrait la surface du liquide. On 
doit necessairement conclure de la que les elements gazeux de I'air sont absolu- 
ment inactifs, et Ton est conduit en meme temps k supposer que le phenomene de 
la cristallisation est produit par une parcelle solide qui penetrant dans les vases 
rencontre dans sa chute verticale la surface du liquide. Des experiences nom- 
breuses confirment cette maniere de voir. 

Si Ton consid^re, en effet, une serie de ballons dont le col a ete maintenu ver- 
tical et dont le liquide a cristallise apres une courte exposition a I'air, on recon- 
nait que les cristaux rayonnent a partir d'un centre unique {fig. 2), qui se trouve 
toujours compris dans la projection de I'orifice sur la surface du liquide. 

D'un autre cote, toutes les circonstances qui s'opposent a la chute des parcelles 
solides dans la liqueur en emp^cheront absolument la solidification : 

I® Veut-on conserver liquide une solution sursaturee de sulfate de sonde, il 
n'est pas necessaire de la placer dans un ballon a long col on une cornue; un simple 
tube suffira, pourvu qu'on I'incline de telle sorte que les parcelles solides qui p^- 
netreront par son orifice ne rencontrent pas immediatement le liquide. Une incli- 
naison de 3o k 4o degr^s sur I'horizon suffit en general pour que la solution reste 
indefiniment intacte dans des tubes de i5 a qo millimetres de diametre (fig. 4)* 

J Finales scientifiques de tJEcole Normale sup^rieure. Tome UI. 25 
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2^ J'ai de plus constate que la solution cristallise d'autant plus facilemenl qu'elle 
est plus largement exposee ^ la chute de parcelles solides. Trois matras de i litre 
etaient remplis au quart de la mgme solution sursaturee; on portait le liquide a 
I'ebullition eton les pla^it Tun pres de I'autre, apr^ avoir coiffe le col de chacuo 
d*eux avec un capuchon de papier perce d*un trou circulaire. Les diametres de ces 
orifices etaient i™"*,5, 3""", 5 et iS™",©; on trouvait en general le matras le plus 
decouvert cristallise aprfes une heure ou deux. Dans le vase dont Torifice etait de 
3™™, 5, la cristallisation n'apparaissait qu'apres dix ou quinze heures; enfin la so- 
lution couverte du papier dont Torifice etait le plus etroit est souvent rest^e inal- 
teree pendant plusicurs jours. J'ai permute circulairement les diaphragmes pour 
eviter toute objection tiree de la nature des vases, et dix fois consecutives les 
memes effets se sont reproduits dans le memo ordre. 

3^ II ne suffit pas qu'une parcelle solide puisse penetrer dans I'interieur du vase, 
il taut encore que rien ne Tempeche d'arriver au contact du liquide; c'est ce qui 
resulte de Texperience suivante : 

J*ai dispose Tun pr^s de Tautre trois matras remplis au tiers de la meme solution 
sursaturee et dont le col portait un bouchon traverse par un tube droit ouvert d'en- 
viron i metre de longueur (y?^. 5); les diametres des tubes etaient g, 6 et 4 mil- 
limetres. Trois autres matras semblables etaient disposes pres des precedents et 
reconverts de papiers perces d'orifices presentant les memes diametres de 9^ 6 et 
f\ millimeires. Au bout de quelques heures, la cristallisation avait toujours lieu 
dans ces derniers matras; elle se produisait bien plus lentement dans les autres: 
ainsi, dans le matras dont le tube etait le plus large, la solution ne cristallisa 
qu'au bout de dix jours; dans celui dont Torifice etait de 6 millimetres, apres 
quinze jours, et Tautre etait encore intact au bout de trois mois quand on mit fin 
a Texperience. Le phenomene se trouve ainsi considerablement retarde quand 
Touverture du vase se trouve a rextremile d'un long tube. On se rend compte de 
(*et effet si Ton considere que les parcelles solides qui penetrcnt par Forifice sont 
pour la plupart arretees par les parois du tube sur lesquelles elles s'appliquent, et 
n'arrivent que tres-difficilement au contact du liquide. Si le tube est large, la chute 
verticale est tres-facile, et Ton observe alors que la cristallisation part toujours d'un 
point situe dans le prolongement de Taxe du tube, comme on le voit sur \^fig» ^* 
Mais si le tube est etroit, ou bien s'il n'est pas tout a fait cylindrique, ou encore 
s'il n'est pas vertical, les particules solides sont arretees dans leur chute» et Ton 
observe que la solution reste indefiniment liquide. On congoit, d'apres cela, ee qui 
arrivera lorsque le tube sera capilluire : il n'y aura jamais cristallisation » mais il est 
facile de s'assurer que les forces dites capillaires n'ont rien a faire avec rexplication 
de ce retard, et, en effet, qu'on prenne un vase surmonle d'un tube capillaire et 
contenant la solution, qui a ete maintenu longtemps dans un laboraloire sans ma- 
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nifester d'alteration, qu'on rincline de maniere k aoiener le liquide dans la portion 
capillaire du tube, on verra la cristallisation commencer quand le liquide arrivera 
en un point du tube capillaire plus ou moins rapproch^ de rorifice. 

4^ II est une circonstance qui a sur le phenomene que nous ^tudions une grande 
influence, c'est I'agitation de Fair ou plut&t des parcelles solides qui s*y trouvent 
en suspension. Toutes choses Agates d'ailleurs, la cristallisation se produit bien 
plus rapidement lorsqu*on souleve les poussibres dans le voisinage des appareils. 

S'il est vrai que ce sont des parcelles solides en suspension dans I'atmosphere 
qui produisent la cristallisation de la solution sursatur^e, on doit pouvoir rendre 
I'air absolument inactif en le d^pouillant de tout corps solide. C'est ce que verifie 
pleinement Texperience citee p. i74» oil Tair est tamise sur du coton; seulement 
elle n^cessite, pour etre concluante, des precautions que Loewel n'a pas prises et 
qui Tout conduit k conslater qu'elle ne reussit pas toujours. Pour eviter Tintro- 
duction acciden telle des parcelles de sulfate de sonde qui, comme nous Tavons vu, 
determineraient la cristallisation, il convient de layer pr^alablement le coton et de 
le secher dans un entonnoir lave aussi et garanti contre les poussieres du labora- 
toire. On I'introduit dans un tube A prealablement lave {fig* 6); on Tajuste par un 
caoutchouc avec Tun des deux tubes B qui traversent le bouchon du matras M con- 
tenant une solution sursaturee chaude de sulfate de sonde. On laisse le liquide 
reprendre la temperature ambiante, ce qui exige un temps assez long, vu la viscosity 
du liquide et son peu de conductibilite pour la chaleur; puis on met le tube C de 
la fiole en communication avec un grand flacon qui fonctionne comme aspirateur 
ou mieux avec un tube a trois voies T, dans lequel un courant d'eau sortant du 
robinet R produit I'aspiration par un mouvement de trompe. Lorsqu'on a 6vite de 
laisser du sulfate de sonde dans les tubes de raccord, I'experience pent etre conti- 
nu^e indefiniment sans que la liqueur cristallise. II n'est pas n^cessaire d'avoir 
recours k une filtration sur une epaisse couche de coton pour obtenir ce resultat; 
il suffit de faire circuler le courant d'air dans un tube qui pr^sente des sinuosites 
telles, que les parcelles solides puissent s'accumuler dans les angles. Ainsi, sur le 
matras d'un appareil semblable au precedent, j'ai ajuste au lieu du tube B un tube 
pr^sentant environ I'^ySo de developpement et un diametre de 4 millimetres, con- 
toume comme Findique \^fig* 7. 

Dans une premiere experience, j'ai fait passer lentement 80 litres d'air pendant 
seize jours, ce qui fait en moyenne 5 litres d'air par jour, et la solution n'a pas 
cristallise. Dans une seconde experience qui a dure cinquante-cinq jours, le cou- 
rant d'air maintenu avec la meme vitesse n'a produit encore aucun efiet. II n'en est 
pas de meme lorsqu'on augmente eonsiderablement la vitesse du courant d'air : la 
cristallisation se produit alors rapidement; et cela se comprend, car les parcelles 
solides peuvent se deposer dans le tube lorsque I'ecoulement s'effectue avec len- 

35. 
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teur, mais elles sont au contraire entrainees de proche en proche j usque daos la 
solution si le courant est rapide. Du reste, on ne pent pas attribuer I'efTet produit 
au frottement contre le verre, car il suffit de faire monter le liquide sursature 
dans le tube pour le voir cristalliser imm^diatement au contact des substances de- 
posees. 

On peut tirer les memos consequences d'une experience semblable a celle des 
ballons a cols sinueux de M. Pasteur. Dans un ballon a long col on introduit la solu- 
tion sursaturee, on etire le col a la lampe en lui donnant une forme sinueuse {fig^ 8), 
puis on cbaufTe le liquide jusqu'a I'ebuUition pour que la vapeur d'eau dissolve les 
cristaux qui pourraient se trouver dans Finterieur du ballon ou du col; le vase 
ainsi prepare se conserve indefmiment sans cristalliser. J'en ai prepare une ving- 
taine qui sont restes inalter^s dans le laboratoire, malgre les variations de tempe- 
rature qui avaient du renouveler plusieurs fois Fair contenu dans le ballon. 

Cette substance solide dont nous sommes conduits a supposer Texistence au 
sein de Tatmosphere se depose a la surface de tons les corps et leur communique 
la propriete de determiner la cristallisation par le simple contact. Ainsi, que Ton 
prenne un tube dispose comme il est dit p. i8i [fig. 4)» que Ton touche le liquide 
avec un objet quelconque, une tige metallique, une baguette de bois, un brin de 
paille, expose longtemps a Fair et couvert d'une couche de poussiere, on deterrai- 
nera immediatement la cristallisation. On obtiendra le meme effet si Tobjet n'est 
couvert que de cette couche invisible de poussiere deposee apres une courte expo- 
sition a Fair. Ces experiences reussissent aussi bien dans les habitations que daos 
les laboratoires. 

Lorsqu'on repete avec I'acetate de sonde des experiences semblables aux prece- 
dentes, on constate que toutes les fois que la solution de sulfate de sonde ne cris- 
tallise pas, il en est de meme de Tacetate; mais on observe de plus que les solu- 
tions d'acetate de sonde peuvent etre exposees a Fair ou touchees avec des objets 
converts de poussiere. Elle n'a lieu que dans les laboratoires oil Fon a manipule 
cette substance, lorsqu'on touche la solution avec les poussieres qui s'y sont de- 
posees. 

Le corps solide qui agit sur les solutions sursaturees de sulfate de sonde est done 
sans effet sur les solutions d'ac6tate de sonde. La cristallisation de ces deux li- 
queurs n'a done pas une cause unique. C'est ce qui ressortira mieux encore de Fe- 
tude ulterieure du phenomene. 

On peut aussi tirer de ce qui precede cette consequence, que la cristallisation 
devant etre attribuee au contact d'un corps solide, il devient inutile d'essayer I'ac- 
tion des elements gazeux de Fatmospbere, ce qui facilite la solution du probleme. 
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3^ Le corps solide qui determine la cristalUsation de la solution sursaturie devient 
inojciif a partir de 33 degres pour le sulfate de soude et de ^S degris pourVacitate 
de soude, 

Les experiences qui precedent conduisent a attribuer la cristallisation subite de 
la solution sursatur^e de sulfate de soude a une matiere solide, habituellemenl dis- 
seminee dans I'atmosph^re, qui se depose k la surface des corps avec les autres 
poussiferes et leur communique sa propriete. Ziz avait reconnu, en i8i5, que ces 
corps, sauf le sulfate de soude lui-meme, deviennent inactifs lorsqu'on les a 
chauffes a une temperature qail n'indique pas. Loewel annonga que les baguettes 
de verre perdaient toute action de 36 a t\o degres, et d'autres corps vers loo de- 
gres. Suivant Schroder, ils sont tons inactifs a la temperature de Teau bouillante. 
M. Ch. YioUette indique les limites de loo a i4o degres. Je me suis attache, en 
presence du vague de ces nombres, k determiner cette temperature d'une maniere 
precise; pour cela je prenais une serie de six baguettes laissees depuis longtemps 
a Tair et qui pouvaient, par consequent, faire cristalliser la solution de sulfate de 
soude, je plaQaischacune d'elles dans un flacon [fig* 9) pour la garantir des pous- 
siferes de Tair et je les chauffais au bain-marie; quand elles etaient depuis un 
quart d'heure a une temperature constante, je les retirais avec precaution et je les 
essayais immediatement sur des solutions sursaturees. J'ai ti:ou\e, par une serie 
d'essais successifs, que les corps chauffes au dela de 33 degres ne conservent au- 
cune action sur la solution sursaturee. Le meme effet se produit quand les objets 
sur lesquels on experimente, tiges de fer, de cuivre, baguettes de verre, ont ete 
exposes au soleil, et que la temperature de tons leurs points a depass^ la limite 
que je viens d'indiquer; cette temperature se determine du reste avec une tres- 
grande exactitude si Ton emploie des thermometres au lieu des baguettes de verre 
dont il a ete question plus haut. 

L'air atmospherique, avec les parcelles solides qu'il contient, devient dussi com- 
pletement inaetif lorsqu'avant de le faire penetrer dans le matras qui contient la 
solution on le porte a une temperature superieure a 33 degres en le faisant passer 
dans -un tube entoure d'eau chaude. II suffisait, dans I'appareil [fig* 6), de 
placer le tube A vide a travers un bain-marie. La chaleur agit de la meme maniere 
sur toutes les substances qui produisent la cristallisation, sur le sulfate de soude 
lui-meme, comme je I'ai fait voir p. 178; on pent done conclure de ce qui precede 
qu'au delk de 33 degres la substance a laquelle il faut attribuer le phenomene qui 
nous occupe devient completement inactive. 

Lorsqu'on soumet les solutions sursaturees d*acetate de soude a des experiences 
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analogues aux precedentes, on constate que les substances peu nombreuses, meoDe 
dans les laboratoires qui en determinent la cristallisation, conservent cette pro- 
priete a la temperature de 34 degres; mais si Ton continue Taction de la chaleur, 
on trouve qu'a une temperature comprise entre 77*'»2 et 77^,9 elles perdent tout a 
coup la propriele qu'elles avaient conservec jusque-la. 

Nous avons deja ete conduits a supposer que ce li'est pas la meme substance qui 
determine la cristallisation des solutions sursaturees de sulfate et d'ac^tate de 
sonde; cette maniere de voir se trouve ainsi pleinement confirmee par I'etude de 
rinfluence de la temperature. 



4° l^e corps soUde qui fait cristalliser la solution sunaturee est soluble dans Veau. 

On savait depuis Ziz que les objets quelconques perdaient toute action sur la 
liqueur sursaturee quand ils etaient mouilles; comment Teau agit-elle dans ces 
circonstances? Les experiences suivantes prouvent qu'elle dissout une mati^re de- 
posee a la surface des corps dont le contact produit la cristallisation. 

1^ Six baguettes traversant chacune un bouchon de liege etaient lavees a Teau 
ordinaire et plongees encore humides dans des flacons au fond desquels etait une 
couche d'acide sulfurique; quand les baguettes etaient seches, on lesretirait des 
flacons pour essayer Icur action sur la solution sursaturee. Plusieurs series d*ex- 
periences ont ete faites de cette maniere, et jamais il n'y a eu cristallisation; la 
substance aiative avail ete enlevee par des lavages, et le corps solide sur lequel elle 
s'etait d^posee devenait inactif. 

Les poussieres qui se deposent lentement dans Tair et dont Taction est si nette 
surles solutions sursaturees peuvent aussi etre rendues completement inactives par 
un simple lavage a Teau distillee. Mais il faut op6rer la dessiccation k Tabri du 
contact des matieres en suspension dans Tair qui pourraient leur rendre leur pro- 
priele; il faut aussi ne pas faire inlervenir Taction de la cfaaleur qui les rendrait 
inactives dans le cas meme ou le lavage ne produirait pas eel effet. II suftit, pour 
realiser ces deux conditions, de jeter les poussieres sur un filtre, de les laver et de 
couvrir completement Tentonnoir d'une feuille de papier et de les laisser seeher 
spontanemcnt. Au bout de vingt-qualre heures, les poussiferes ainsi Iav6es et s^ 
chees sont absolument sans action sur la solution sursaturee. 

2^ Une autre experience m'a quelquefois permis d'observer la dissolution de 
cette substance active. Nous avons vu que Gay-Lussac avail prot6g£ la solution au 
moyen d'une couche d'huile ou d'essence de terebenthine versee sur la solution 
encore chaude, et on avail remarque que lorsqu'on perce cette couche protectrice 
avec un corps solide expose k Tair, on determine la solidification du liquide. Au 
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lieu d'huile j^ai mis une couche de sulfure de carbone dans 1c col d'un ballon 
rempli [fig^ lo), afin de pouvoir facilcment ctendre au-dcssus une couche d'eau. 
Dans ces conditions, lorsqu'on introduit lentement un corps solide prealablement 
expose k Tair, il ne produit aucun efTet lorsqu'il arrive au contact de la solution 
saline, le corps ay ant perdu la substance active en traversant Teau. 

La couche de sulfure de carbone pent du reste etre supprimee, et Ton pent de- 
poser \ la surface de la solution concentree une couche d'eau parfaitement dis- 
tincte. L'immersion lente d'un corps solide ne produit encore aucun effet; mais si 
ce corps a sejoum6 pendant tres-longtemps dans un laboratoire, la matiere soluble 
dans Teau qui le recouvre est abondante, et on la voit se detacher dans la couche 
d'eau distillee sous forme de longs filets qui se dissolvent pendant leur chute, et 
lorsque la trainee vient jusqu'a la surface de separation de la solution concentree 
et de I'eauy immediatement se produit la crislallisation. 

3^ Enfin il m'a paru qu'il n'etait pas sans interet de soumettre a une sorte de 
lavage I'air ordinaire puise dans un endroit quelconque, de voir I'influence de cette 
operation sur le phenomene, et de recueillir la matiere que I'eau enl^ve aux objets 
qui ont sejourne longtemps a Tair. 

Je devais me preoccuper de laver une masse d'air considerable avec la plus pe- 
tite quantite d*eau possible, afin d'essayer d'y saisir cette substance facilcment al- 
terable par la chaleur, sans etre oblige d evaporer des quantites d'eau considerables. 
Je fus ainsi conduit a disposer Tappareil suivant {fig^ i 0* D^^s un matras M con- 
tenant la solution sursaturee, je determine un appel d'air dans le tube C par une 
trompe T fonctionnant d'une maniere continue au moyen d'une prise d'eau R; un 
second tube B qui traverse le bouchon et penetre jusque dans la liqueur est relie 
d'autre part en A avec un tube incline de t\ millimetres de diamfetre et de i metre 
de longueur. Quand Taspiration est produite dans le ballon, I'air du tube s'y rend 
en traversant la solution sursaturee; il se produit done a I'orifice du tube un appel 
d'air. Si Ton y place quelques gouttes d'eau* I'air les soulfeve, elles moment le 
long du tube qu'elles mouillent, diminuent graduellement de longueur, et quand 
on en voit une disparaitre, le liquide qui mouillait le tube s'etant en meme temps 
accumule a la partie inferieure reforme la goutte qui recommence sa marche as- 
censionnelle, poussee par I'air qui entre; cet effet se continue avec une regularite 
parfaite tant que I'aspiration se produit. Cette disposition faeilite singulierement 
le lavage du gaz; en effet, chaque buUe d'air qui entre dans le tube y circule en- 
veloppee par une sorte de gaine liquide sans cesse en mouvement, et qui amene 
par I'agitation toutes ses parties en contact avec la surface humide. Mais il est bien 
evident que pour que la buUe d'air ait et6 par tons ses points en contact avec le 
liquide, il faut que son mouvement n'ait pas ^te trop rapide, sinon il pourrait se 
faire que le lavage fut incomplet; or la duree du contact pour des tubes de memc 
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diametre varie avec la longueur du tube et la vitesse du courant d'air. II y aura 
doDc, pour une certaine longueur de tube, une vitesse qu*il conviendra de ne pas 
depasser, si Ton veut etre sur que I'air a cede a Teau toutes les parcelles solides 
qu'il contient; on pourra du reste augmenter autant qu'on voudra la valeur de la 
vitesse, en donnant au tube une plus grande longueur. Dans tons les cas, il con- 
vient que la vitesse soit telle, que la goutte d'eau parcoure la plus grande longueur 
possible avant de disparaitre, car la duree du contact est alors la plus grande et le 
lavage le plus parfait. J'ai reconnu ainsi que Tair ordinaire, puise dans le labora- 
toire et qui circulait dans un tube de 4 millimetres de diametre avec une vitesse 
de i5o centimetres cubes par minute, ne determinait plus la cristallisation quand 
la longueur du tube etait de 4 metres. 

Lorsqu'on doublait la vitesse du courant d*air, la cristallisation se produisait. 
Dans ce cas, on Tempechait encore en augmentant la longueur du tube. L*appareil 
qui ni'a servi le plus souvent, et qui est represented?^. la, etait forme de quatre 
tubes pareils de i metre de longueur et de 4 millimetres de diametre, inclines 
alternativement dans un sens et dans Tautre, et coudes de telle faQon qu'une goutte 
d'eau put circuler dans chacun d'eux. 

Lorsqu'un courant d'air passe dans un appareil de ce genre, il enleve de I'eau 
aux gouttes qui circulent et diminue graduellement leur volume; aussi est-il 
necessaire de presenter a Torifice du tube un pen d'eau distillee pour compenser 
ces pertes, qui deviennent considerables en ete : il suffit, du reste, de faire cette 
operation deux ou trois fois par vingt-quatre heures pour que I'appareil fonc- 
tionne inflefiniment sans que la cristallisation se produise. On pourrait craindre 
aussi que Tair, penetrant bumide dans la solution, n*y introduise peu a peu assez 
d'eau pour la transformer en solution non sursaturee : cet effet ne pent guere se 
produire, puisque Pair qui la traverse est sature de la vapeur d'eau qu'elle emet. 
Du reste, pour eviter tout inconvenient de cette nature, j'ai toujours opere sur 
des solutions tres-concentrees (a parties de sulfate de sonde et i d'eau), et j'ai 
eu soin, apres cbaque experience, de verifier la sursaturation de la liqueur. 

J'ai fait passer ainsi dans une solution de sulfate de sonde un courant d'air lave 
pendant neuf jours et un quart, avec une vitesse moyenne de i5o centimetres cubes 
par minute, ce qui fait environ 2000 litres d'air. L'experience fut repetee avec des 
solutions differentes preparees dans des appareils differents, et le courant d'air 
passa sans jamais produire la cristallisation, que je determinais toujours en enle- 
vant le tube et laissant passer dans la liqueur le courant d'air non lave. 

II est done etabli par ces experiences que I'air ordinaire abandonne a I'eau sa 
propriete de produire la cristallisation, et comme nous avons montre qu'il la doit 
a un corps solide, nous pouvons conclure que ce corps est soluble dans I'eau. 
Pour ce qui concerne I'acetate de sonde, j'ai dit que la poussiere des lieux faabites. 
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et en general les corps dont le contact fait cristalliser le sulfate de sonde, n*ont 
aucune action sur Tacetatc; j'ai excepte les objets qui s^journent dans le labora- 
toire oil se font les experiences. Des essais analogues aux precedents font voir 
qu*on leur enleve toute action si on les mouille avec de Teau ordinaire ou distillee. 
II faut en conclure que le corps solide qui determine la cristallisation des solu- 
tions sursaturees d'ac^late de soude est soluble dans Teau. 

5*^ La substance qui fait cristalliser les solutions sursaturees perd sa propridtd quand elle 
a sdjourne quelque temps dans une atmosphere saturee d*hwniditi; elle ne la reprend 
pas dans I' air sec. 

On prend une serie de baguettes auxquelles une longue exposition a Tair u 
communique la propriete de determiner la cristallisation, et pour s'en assurer, du 
reste, on en essaye quelques-unes, et on les ajuste dans des tlacons au fond des- 
quels se trouve une coucbe d'eau. Aprfes un sejour de quelques heures, on trouve 
qu'elles sont tout a fait sans action sur la solution sursatur^e. On introduit les 
baguettes qui n'ont pas ete essayees dans des flacons qui contiennent un pen d'acide 
sulfurique, et on les y laisse sejourner plusieurs jours, puis on les amene au con- 
tact de la solution sursaturee, et Ton constate que la dessiccation ne leur a pas 
rendu leur propriete. On se trouve done en presence d'un corps qui offre cette 
propriete singuliere, de subir dans Tair humide une modification qui ne disparait 
pas lorsqu'on I'expose longtemps dans un milieu qui absorbe la vapeur d'eau. Les 
memes experiences, repetees xivec une solution sursaturee d'acetate de soude, con- 
duisent aux memes resultats. 

6** La substance qui fait cristalliser les solutions sursaturees de sulfate et d'acetate 
de soude est insoluble dans I'ether, I'alcool, le chloroforme^ le sulfure de carbone el 
les huiles. 

Si Ton plonge dans ces differents liquides des baguettes exposees longtempis a 
Pair et qui ont la vertu de determiner la cristallisation, on constate qu'elles la 
conservent encore apres une immersion longtemps prolougee; d'oii Ton pent con- 
clure que la substance deposee sur ces corps n'est pas soluble dans ces liquides. 
Cette insolubility pent meme donner lieu k des meprises : il suffit, en efTet, que 
des flacons contenant ces substances aient ete longtemps ouverts pour que la ma- 
tiere dont il s'agit s'y soit introduite et ait communique aux divers liquides la 
propriete qu'elle possede. II suit de la que si Ton doit essayer leur action sur la 
solution sursaturee, il faut prealablement les agiter avec de Teau, ou bien encore 
porter leur temperature au dela de 33 ou de 78 degres, suivant qu'il s'agira de 
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sulfate ou d'acetate de soude, pour que Fefiet que Ton observe ne soil dill qu*aux 
liquides eux-memes. Cest cette circonstance qui a trompe Loewel lorsqu'il a cru 
reconnaitre a Talcool la propriete de faire cristalliser la solution sursaturee de 
sulfate de soude (i). Du reste, au contact de ce liquide* les solutions concentrees 
laissent deposer des cristaux abondants : ce n'est pas Thydrate, NaOSOS ioHO» 
qui se produit dans cette circonstance, mais I'autre hydrate, NaOSO*, 7HO, et la 
portion restee liquide est une solution sursaturee du sel ordinaire. 

Toutes les experiences qui precedent ont 6te repetees a des temperatures difTe- 
rentes et avec des solutions diversement concentrees de sulfate de soude; elles ont 
toujours donne les memes resultats. La seule particularity que Ton observe lorsque 
la temperature descend au-dessous de 10 degres ou lorsque la concentration de 
la liqueur est grande, c*est le depot de beaux cristaux signales par Ziz et Faraday, 
et etudies par Loewel (i), qui a fixe leur formule NaOSO*, 7 HO, ceux-la memes 
qu'on obtient par Taction de Talcool : du reste, la liqueur qui les contient est 
encore sursaturee. Ces cristaux de sel moins hydrate, exposes au contact de I'air 
ou des corps quelconques, perdent leur trausparence et deviennent graduellement 
opaques et blancs a partir du point touche. Ce pheuomene curieux, depuis long- 
temps connu, n*a jamais regu d'explication; voici, je pense, comment on pent s'en 
rendre compte. Ces cristaux de sulfate a 7HO se deposent par couches superpo- 
sees au sein de la solution de sel a 10 HO; comme tous les cristaux, ils empri- 
sonnent dans leur interieur une petite quantite de ce liquide disseminee dans toute 
leur masse, et qui de plus les baigne completement. Si done on vient a les toucher 
avec un corps expose a Tair, la solution de sulfate a loHO se prend en masse, la 
cristallisation se propage de proche en proche, et les petites quantites de liquide 
qui penetraient les cristaux a 7HO, se solidifiant, les rendent opaques et blancs; 
I'eflet est le meme que lorsqu'on pulverise un morceau de glace transparente pour le 
transformer en une masse d'autant plus blanche que les fragments sont plus petits. 

En resume, la serie des experiences qui precedent nous conduit a attribuer la 
cristallisation subite des solutions sursaturees de sulfate de soude a un corps solide, 
alterable a 33 degres, soluble dans I'eau et insoluble dans I'ether^ I'alcoolf etc.^ qui 
perd sa propriete dans Vair humide et ne la retrouve pas dans une atmosphere desse- 
chante. 

D'un autre cote, nous avons vu qu'il est une substance dont Teffet sur la solution 
sursaturee est infaillible, c'est une parcelle meme de sulfate de soude; et ce corps 
se deshydrate lorsqu'on le porte a une temperature superieure a 33 degres, et dans 
cet etat de sel anhydre il devient tout a fait inactif; de plus, il est soluble dans 

(i) Comptes rendus, t. XXXIV, p. 64i. 
(2) F'oir p. 171. 
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Teau, insoluble dans Tether, I'alcool, etc. Mais comment se comporte-t-il quand 
on le met successivement dans Fair satur^ d*humidit6 et dans I'air priv6 de vapeur 
d'eau? c'est ce qu'il 6tait int^ressant de savoir. A cet effet, j'ai p!ong6 dans des 
flacons renfermant une petite quantite d'eau des baguettes de verre prealablement 
recouvertesd'une couche de sulfate de soude ordinaire; au bout de quelques heures, 
la vapeur d*eau s'etait condensee sur ses cristaux, et ils etaient entierement dis- 
sous, si bien qu'en touchant avec ces baguettes la solution sursaturee on ne pro- 
voquait plus la cristallisation. Pour suivre jusqu'au bout Texperience comparative, 
j'ai pris quelques-unes des baguettes sur lesquelles s'etait condensee la vapeur 
d'eau, et je les ai mises dans des flacons dont Tair 6tait desseche par une certaine 
quantite d*acide sulfurique. Au bout de quelques heures, Teau qui semblait les 
couvrir parut presque completement evaperee et des cristaux apparurent k la sur- 
face du verre. Je retirai ces baguettes, et en les plongeant dans une solution sursa- 
turee je les trouvai completement inactives : les cristaux n'etaient done pas de sul- 
fate a lo equivalents d'eau. En repetant Texperience, je reconuus en effet que la 
solution de sulfate de soude se concentrait par evaporation sur la baguette, deve- 
nait sursaturee et abandonnait, comme dans les cas oil elle est tres-concentree, du 
sulfate de soude a 7 equivalents d'eau, impuissant comme nous Favons vu a pro- 
voquer la solidification. Du reste> pour mettre ce dernier point tout a fait hors de 
doute, j'ai fait a froid une solution de sulfate de soude que j'ai laissee dans le 
vide sec se concentrer lentement. Au bout de quelques jours, la solution avait con- 
siderablement diminue de volume et avait depose des cristaux. Je trouvai, en met- 
taut fm a I'experience, que la liqueur etait une solution sursaturee de sulfate de 
soude ordinaire, et les cristaux etaient de sulfate a 7 equivalents d'eau. L'acetate 
de soude se comporte d'une fa^on tout k fait analogue. 

II y a done, entre les proprietes du sulfate de soude et celles de la substance que 
nous sommes conduits a considerer comme la cause de la cristallisation subite de 
la solution sursaturee, une similitude si complete, que Ton serait presque en droit 
d'affirmerque cette substance n'est autre chose que le sulfate de soude lui-meme. 
Mais, pour que cette conclusion soit legitime, il faut s'assurer qu'il n'y a pas d'autre 
corps qui jouisse de la propriete de faire cristalliser la solution sursaturee de sulfate 
de soude. C'est dans ce but que j'ai fait I'essai d'un grand nombre de substances. 

Essai de diverses substances sur la solution sursaturee de sulfate 

de soude. 

La facilite avec laquelle on pent conserver, comme je I'ai dit, la solution sur- 
saturee de sulfate de soude dans des tubes inclines [fig. 4)» permet de faire en peu 
de temps I'essai d'un grand nombre de substances. Je me servais, pour cette ope- 

a6. 
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ration, de baguettes de verre que je plongeais, apr^s les avoir soigneusement 
lavees, et quaud elles ^taient encore legerement humides, dans les vases contenant 
la matiere a essayer. La tige s'entourait ainsi d'une couche plus ou moins epaisse 
<le la substance; je la retirais lentement et j'introduisais son extremite au sein du 
liquide sursature. II n'y avait qu'une precaution k prendre, celle de ne pas tou- 
cher avec la tige les parois du tube sur lesquelles il restait quelquefois des cristaux 
de sulfate de sonde que Ton aurait pu ainsi detacher et amener au contact de la 
liqueur. On aurait alors observe la cristallisation dans les cas oil la substance 
essayee etait elle-meme inactive. C'est pour eviter cei inconvenient plus facilement 
que j'ai employe des baguettes de verre de petit diametre ou des aiguilles d'acier. 
Le tableau suivant contient les noms des substances dont j'ai essaye Taction sur 
la solution sursaturee de sulfate de sonde. 



Corps simples. 



Arsenic. 

lode. 

Soufro. 

Aluminium. 

Argent. 

Bismuth . 

Cadmium . 

Cuivre . 

Fer. 

Magn^^ium . 

Mercure. 

Nickel . 

Or. 

Platine. 

Plomb. 

Thallium. 

Zinc. 

Acides. 

Ars^nieux . 

Borique. 

Molybdique . 

Titanique. 

Tungstique. 

Benzoique . 

(Ulrique . 

Gallique. 

Oxalique. 

Picrique. 

Pyrogallique. 

Rac^mique. 

Succinique. 



Tannique . 
Tartrique. 
Urique. 

Ozydes. 

Argent. 

Baryum . 

Calcium . 

Cerium. 

Magnesium. 

Plomb. 

Potassium. 

Sodium . 

Strontium. 

Zinc. 

Sesqniozydes. 

Alumine. 
Colcothar. 

Biozydes. 

Baryum . 

Cuivre. 

£tain. 

Manganese. 

Mercure. 

Plomb . 

Minium. 

Snlfares. 

Arsenic (orpiment). 

» (rdalgar). 
Baryum . 
£tain. 
Fer. 



Plomb. 
Mercure . 

Chlomres. 

Ammonium. 

Antimoine . 

Baryum. 

Cadmium . 

Calcium . 

Cobalt. 

Cuivre. 

£tain. 

Fer. 

Magnesium. 

Manganese. 

Mercure (calomel). 

» (subl.corrosif). 
Nickel . 
Plomb. 
Potassium . 
Rubidium . 
Sodium. 
Strontium . 
Zinc. 

Bromores. 

Ammonium . 
Cadmium . 
Potassium. 
Zinc. 

lodures. 

Cadmium. 
Plomb. 
Potassium. 
Sodium. 



Flnomres. 

Ammonium . 
Calcium . 

Cyannres. 

Mercure . 

Ferrocyanure de stront. 

» de potass. 

Ferricyanure de potass. 
Sulfocyanuro de potass. 

» de mercure. 

Ars^niate d'ammoniaque. 

» de potasse. 

9 de sonde. 
Ars^nite de potasse. 
Antimoniate de potasse. 

Azotates. 

Ammoniaquo. 
Argent. 
Bary te . 
Bismuth . 

» (sous-sel). 
Cadmium . 
Cobalt. 
Cuivre. 
Mangan6se. 
Mercure (Hg'O). 

» (HgO). 
Plomb . 
Potasse. 
Sonde . 



SUR 



Strontiane. 

Urane. 

Zinc. 



Potasse (Sou^). 

Soude. 

Zinc. 



Borates. 

Chaux. 

Plomb. 

Potasse. 

Soude. 

Strontiane. 

Carbonates. 

Ammoniaque. 

Chaux. 

Baryte. 

Cuivre. 

Fer. 

Magnesie ( Sous- ) . 

Manganese. 

Plomb. 

Potasse. 

Soude. 

» (Sous-). 

i> (Bi-). 
Strontiane. 

» (Sous-). 
Zinc. 
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Fer. 

Magn^ie. 
Manganese. 
Plomb. 
Soude. 
Strontiane. 

Ammoniaque et magn^ie. 
et soude. 
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lodates. 



Manganese. 
Strontiane. 
Zinc. 

Oxalates. 



Baryte. 

Potasse. 

Soude. 



Ammoniaque . 



» 



(Bi-). 
(Quadri-) 



Sulfates. 

Argent. 
Alumine. 
Ammoniaque. 
Baryte. 
Cadmium. 
Chaux . 
Cobalt. 
Cuivre. 
£tain. 
Fer. 
Glucine. 
Lithine . 
Magn^ie. 
Manganese. 
Mercure (Hg*0). 
» (HgO). 
Nickel . 



Ammoniaque et magnesie. p^^aggg 

Soude. 



et alumine 
Alumine et potasse. 



Chlorates. 

Baryte. 
Fer. 

Magn^ie. 

Potasse. 

Soude. 

Chromates. 

Argent. 
Baryte. 
Mercure (Hg*0). 

» (HgO). 
Plomb. 

» (Sous-sel). 
Potasse. 

» (Bi-). 



Urane. 
Zinc. 



Sulfates doubles. 



Alumine et ammoniaque. 
et chrome, 
et fer. 

« 

» et potasse. 
Ammoniaque et fer. 






Fluotitanate de potasse. 
Fluosilicate de potasse. 
Hypophosphite de baryte. 
Hyposulfite de soude. 
Permanganate de potasse. 
Silicate de potasse. 
Stannate de soude. 
Tungstate de soude. 

Acetates. 

Ammoniaque. 

Argent. 

Baryte. 

Chaux. 

Cuivre. 

Manganese. 

Mercure. 

Nickel . 

Plomb. 

h (Sous-). 
Potasse. 
Soude. 
Strontiane. 
Urane. 
Zinc. 

Citrates. 

Ammoniaque. 
Baryte. 



et magnesie. Chaux 



For et cuivre. 
Zinc et magndsie. 

Phosphates. 

Ammoniaque. 
Baryte. 
Chaux . 
Cuivre. 



Fer. 
Plomb. 
Potasse. 
Soude. 



Formiates. 



Chaux. 
Cuivre. 



» 
Baryte. 
Chaux. 
Cuivre. 
Fer. 
Plomb . 
Potasse (Bi-). 
Potasse et cuivre. 
Sonde. 

Tartrates. 

Ammoniaque. 

» (Bi-). 

Baryte (Bi-). 
Chaux. 
Cuivre. 
Magnesie. 
Potasse. 
• p (B*.). 
Soude. 

» (Bi-). 
Strontiane. 

Ammoniaque et potasse. 
Feret potasse. 
Soude et potasse. 
Antimoine et ammoniaq. 
» et potasse. 

Benzoate de plomb. 
Camphorate de cuivre. 
Mucate de cuivre. 
Rac^mate de plomb. 
Birac6mate d'ammoniaque 
Camphre. 
Dextrine. 
Mannite. 
Naphtaline. 
Paraffine. 
St^rine. 
Sucre de canne. 
» de lait. 



En essayant ces deux cent soixante-seize substances, je reconnus que irente-neuf 
d'entre elles faisaient cristalliser la solution sursaturee de sulfate de soude : parnit 
ces corps» dix-neuf etaient insolubles; les aulres etaient, au contraire, solubles 
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dans I'eau. Mes prec^dentes experiences n)*ayant fait reconnaitre qu'il se deposait 
a la surface des corps exposes a I'air une substance soluble dans I'eau qui faisait 
cristalliser les solutions sursaturees, je devais me demander si les substances 
essayees avaient une action propre, ou bien si elles devaient leur propriete ^ cette 
matiere deposee. Pour eclaircir ce point, il sufRsait de laver h I'abri du contact de 
Tair les corps insolubles dont il s*agit. A cet effet, je les pla<;ais dans un entonnoir 
et sur un filtre, et je les lavais a diverses reprises a Teau distillee, puis je cou- 
vrais Tentonnoir d'une feuille de papier et je les abandonnais pendant un jour ou 
deux. Les matieres alors completement scchees sous Tinfluence de la chaleur ont 
etc essayees de nouveau. Cetaient : 



Mousse de platine. 
Tournure de cuivre. 
Limaille de fer. 
Grenaille de zinc. 
Bioxyde de baryum. 

D de cuivre. 

» de manganese. 

D de plomb. 
Minium. 
Colcoihar. 



lodure de plomb. 
Sulfate de cbaux. 
» de baryie. 
Carbonate de plomb. 
Chromatc de plomb. 
Sous-chromate de plomb. 
Borate de plomb. 
Camphre. 
Stearine. 



x\ucun de ces corps n'avait conserve d'action sur la solution sursaturee. lis 
etaient done par eux-memes inactifs et Teau avait enleve la cause qui leur avait 
permis d'agir. J'avais recueilli les premieres eaux de lavage; je les traitai par le 
chlorure de baryum, elles donnerent un precipit^ manifeste, insoluble dans Tacide 
azotique, caracterisant la presence d'un sulfate; Texamen de la liqueur indiquait 
en meme temps Texistence de la sonde; on pouvait conclure de la que I'eau dis- 
tillee avait enleve a ces diverses substances du sulfate de sonde. Les autres corps 
auxquels j'avais trouve une action sur la solution sursaturee etaient : 



Carbonate de soude. 
Azotate de potasse. 

j> de soude. 
lodure dc potassium. 
Bromure de potassium. 
Chlorure d'ammonium. 
9 de calcium. 
de sodium. 
Sulfate de fer. 

» de magnesie. 



Sulfate de mercure. 
Hyposulfite de soude. 
Phosphate de magnesie. 

& de soude. 
Alun d'ammoniaque. 

» de potasse. 
Acetate de potasse. 
Borate de potasse. 
Bichromate de potasse. 
]^m6tique. 



Si Teffet observe appartenait en realite a ces corps, il devait persister, quand 
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bien meme je les soumettrais a une ou plusieurs cristallisations, a la condition de 
n'alterer en rien leur forme ou leurs proprietes. ]'ai done fait des solutions a froid 
des huit premieres substances et j'ai ajoute a la liqueur quelques gouttes de chlo- 
nire de baryum, etdans toutes j*ai reconnu la presence d'un sulfate; j'ai fait cris- 
talliser la liqueur par evaporation, et les cristaux obtenus n'avaient plus d'action 
sur la solution sursaturee. Restaient les douze autres substances dont la purifica- 
tion etait moins facile; cependant, par une s^rie de cristallisations operees a froid 
a Tabri des poussieres de Tair, j'ai reussi a obtenir des cristaux qui n'ont plus fait 
cristalliser la solution sursaturee de sulfate de soude. II me semble r^sulter de la 
que le sulfate de sonde est la seule des substances ci-dessus mentionnees qui fasse 
cristalliser sa solution sursaturee. 

Le sulfate de sonde est la seule substance qui fasse cristalliser la solution 

sursaturee. 

dependant on pourrait craindre encore qu'il n'existat en dehors des substances 
essayees quelque autre matiere connue ou inconnue, mais active, qui fut precise- 
ment la cause des phenomenes que Ton observe au contact de Tatmosphere. Toute 
indecision disparait si Ton pent mettre en evidence le sulfate de sonde dans toutes 
les circonstances oil la cristallisation se manifesto et Ton arrive ainsi k la certi- 
tude. Nous avons deja fait remarquer que les substances insolubles auxquelles on 
reconnait une action sur la solution sursaturee abandonnent a I'eau distillee du 
sulfate de sonde. D'un autre cote, il est bien connu que les poussieres qui se 
deposent dans les laboratoires font cristalliser la solution sursaturee; j'ai done 
recueilli avec soin une certaine quantity de ces poussieres. Je les ai lavees a I'eau 
distillee, et j'ai reconnu dans ces eaux de lavage I'existence de Yacide sul/urique 
et de la sonde. Enfin j'ai cherche a mettre en evidence le sulfate de sonde, dont 
j'etais conduit a admettre I'existence dans Tair. Je me suis servi de I'appareil 
fig. 1 1 , dans lequel :iooo litres d'air avaient ete laves dans quelques gouttes d'eau 
distillee et avaient traverse ensuite la solution sursaturee. sans en determiner la 
cristallisation; j'ai recueilli cette eau et j'ai trouve qu'elle contenait des quantites 
notables d'acide sulfurique et de sonde. 

Une objection pouvait cependant etre faite a cette derniere experience : comme 
les gouttes d'eau avaient longtemps circule dans les tubes de verre de I'appareil, 
on pouvait supposer que la sonde que Ton trouvait provenait de Taction dissol- 
vante de I'eau sur les alcalis du verre. J'ai fait disparaitre cette difficulte en rem- 
plaQant les tubes de verre par un tube coude en platine. Quelques gouttes d'eau 
mises dans la partie coudee du tube lavaient I'air qui les soulevait lorsqu'on 
determinait une aspiration. Le resultat a et^ le meme, et j'ai trouve dans cette 



1 96 RECHERCHES 

eau de la soude et de Tacide sulfurique. Enfin, en deposant sur une lame de verre 
quelques gouttes de cette eau et examinant au microscope le r^sidu de revapo- 
ration, j*ai vu parmi les substances qui s'etaient deposees des cristaux tout ^ fait 
semblables a ceux que donne, dans des conditions identiques, une solution ^tendue 
de sulfate de soude. 

On se trouve ainsi conduit k conclure que la solution sursatur^e de sulfate de 
soude ne cristallise qu*autant qu'elle est touch^e par une parcelle de sulfate de 
soude a 10 equivalents d'eau, et en meme temps a admettre I'existence du sulfate 
de soude dans Tatmosphere. 

De la presence du sulfate de soude dans I' air. 

Les recherches qui precedent nous ont fait voir que toutes les fois que la solution 
sursaturee de sulfate de soude cristallise, c'est qu'elle a eu le contact d'une par- 
celle de sulfate de soude; nous pourrons done nous servir de la solution sursaturee 
pour deceler des traces de cette substance. A premiere vue, Texp^rience de Gay- 
Lussac, qui consiste k casser le col efQIe d'un ballon vide d'air et contenant la so- 
lution sursaturee, parait propre a manifester la presence du sulfate de soude, 
puisqu'elle permet de prelever en un point donne un volume determine d*air qui 
vient au contact de la solution sursaturee. Mais en I'examinant de pres on recon- 
nait qu'elle n'est pas concluante; elle est, en effet, sujette k des causes d'erreur 
qu'on n'est jamais sur d'eviter et qui suffisent pour produire le phenomene. Ainsi 
nous savons que les poussieres deposees sur tons les objets font cristalliser la solu- 
tion sursaturee; or ces poussieres, que Ton voit tres-bien dans un rayon de soleil, 
se detachent par la moindre agitation de Tobjet qu'elles recouvrent : de la, autour 
d'un experimentateur en mouvement, une atmosphere de corpuscules en suspen- 
sion empruntes aux milieux oil il a sejourne et qui peuvent etre amenes par le 
courant d'air qui rentre dans le ballon au contact du liquide sursature. II peutse 
faire aussi que pendant les diverses manipulations necessaires a la preparation de 
I'experience, on laisse sur le ballon ou sur I'instrument dont on se servira pour 
briser le col une certaine quantite de sulfate de soude; mais on pourra facilement 
eviter cet inconvenient, il suffira de maintenir ces objets l^gerement humides au 
moment de I'operation. 

J'ai cependant essaye I'experience : sur une serie de dix ballons de \ de litre 
ouverts dans le laboratoire, un seul a cristallise; k I'exterieur, j'en ai ouvert 
successivement cinquante-cinq sans pouvoir provoquer dans un seul la cristallisa- 
tion. Ainsi cette experience, qui du reste est incertaine, manque absolument de 
sensibilite. Pour manifester d'une fagon plus sure la presence du sulfate de soude, 
je me suis servi d'un matras {^g. 6), dans lequel I'air appele par aspiration, au 
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lieu de passer dans divers tubes comme dans les experiences precedentes, penetrait 
directement dans le ballon par un gros tube vertical B. 

Je plagais le matras parfaitement lave k I'endroit oil je voulais faire Texpe- 
rience, et je disposais Tappareil d'aspiration dans un endroit tout k fait isole du 
precedent. Le lendemain, et avant que personne eut pu venir dans le voisinage 
de Tappareil, je determinais Taspiration, et un courant d'air s'etablissait a travers 
la solution sursaturee. En general, dans le laboratoire, la cristallisation avait lieu 
apres le passage de 3 ou 4 litres d'air au plus, mais a la campagne elle se produi- 
sait plus difficilement; ainsi, dans les diverses experiences que j'ai faites, il n'a 
jamais fallu moins de a5 litres et quelquefois meme il a fallu faire passer jusqu'a 
64 litres d'air pour provoquer la cristallisation. Le sulfate de sonde est done beau- 
coup moins abondant a la campagne que dans les laboratoires; du reste, la diver- 
site des chiffres que Ton obtient demontre que cette substance s'y trouve disse- 
min^e d*une fagon tout a fait irreguliere. Je m*en etais assure en disposant 
simultanement dans divers endroits d'une meme salle une vingtaine de ballons 
aussi identiques que possible et dont le col etait vertical: dans les uns, la cristalli- 
sation eut lieu au bout de pen d'instants, chez les autres elle dura quelques 
heures, enfin plusieurs resterent un jour sans cristalliser. L'examen des poussieries 
recueillies en divers lieux conduit k des resultats analogues. 

L*effet des poussieres de laboratoires est infaillible : les poussibres des apparte- 
mentSy et en general des lieux habites, contiennent aussi du sulfate de sonde; c*est 
ce que j'ai constate en etudiant les poussieres deposees dans les localites les plus 
diverses. Mais loin des habitations, le sulfate de sonde se rencontre bien plus diffi- 
cilement. Aussi ai-je pu conserver pendant trfes-longtemps des solutions sursaturees 
de sulfate de sonde exposees au contact de Fair et des corps solides qu'il pent tenir 
en suspension. 

La presence du sulfate de sonde dans Fair n'a du reste rien d'extraordinaire : il 
s'y produit, en effet, surabondamment de Thydrogene sulfure et de I'acide sulfu- 
reux qui se transforment en acide sulfurique, et d'un autre cote le sel marin enleve 
par le vent avec I'eau de la mer, et du reste si generalement repandu dans les 
usages domestiques, fournit I'autre element du sulfate de sonde. Quant k sa disse- 
mination facile, elle s'explique par la propriete qu'il a de s'efBeurir a I'air et de se 
diviser ainsi spontanement en une poussibre extremement tonne qu'emporte le 
moindre courant d'air. 
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Recherche des matieres qui agissent sur la solution sursaturie d' acetate 

de soude. 

Des experiences faites sur les solutions sursatur^es d'ac^tate de soude, nous 
pouvons deduire que la cristallisation subite de ces solutions a lieu aussi au con- 
tact d'un corps solide, soluble dans I'eau, insoluble dans Tether, I'alcool, etc., 
alterable par Fair humide, ne reprenant pas sa propriety dans I'air sec, et qui subit 
a 72 degres une modification qui le rend inactif. Or nous connaissons une sub- 
stance qui agit sur la solution sursaturee d'une maniere infaillible, c'est I'ac^tate 
de sonde, et ce corps jouit precisemeni des proprietes ci-dessus mentionn^es. On 
sera done en droit de Tassimiler ^ cette matifere si Ton pent demontrer qu'aucUn 
autre corps ne produit le memo efTet, ou bien que toutes les fois que la cristallisa- 
tion se produit, on reconnait Texisteuce de Tacetate de sonde. Pour ecjaircir ce 
point, j'ai essay^ sur la solution sursaturee Taction de toutes les substances com- 
prises dans le tableau p. 193 et 193.De toutes ces substances, quatre seulement ont 
provoque la cristallisation : c'etaient les carbonates de fer, de plomb et de cuivre 
et le benzoate de plomb. Ces substances avaient ete preparees par precipitation des 
acetates de fer, de cuivre et de plomb par le carbonate et le benzoate de sonde; elles 
pouvaient done contenir de Taeetate de soude. Comme elles sont insolubles, je les 
ai soigneusement lav^es a Teau distillee, et j*ai reconnu, apr^s dessiccation, qu'elles 
^taient devenues inactives. J'ai reconnu dans les eaux de lavage la presence de. la 
soude; il est probable qu'elle s'y trouvait en partie k T^tat d'acetate, mais le peu 
de sensibilite desreactifs de Tacide acetique ne m*a pas permis d^en avoir la preuve 
experimentale. 

J'ai dA rechercher quelle 6tait Taction de Tair et des poussiferes sur la solalion 
sursaturee d'acetate de soude, et j'ai constate qu'a part les poussibres des labora- 
toires oti Ton a manipule de grandes quantites de cette substance, toutes les autres 
sont absolument sans efTet sur sa solution sursaturee ; il en est de meme de celles 
que Ton recueille dans des lieux quelconques. Sur quelques centaines d'experieskces 
faites dans des localit^s diverses, tandis que j'observais partout la cristallisation du 
sulfate de soude, la solution sursaturee d'acetate ne cristallisa pas une seule fois. 
Dans certains laboratoires meme, j'ai pu conserver intactes des solutions sursaitn- 
rees pendant plusieurs mois, bien qu'elles fussent exposces a toutes les poussieres 
qui s'agitaient dans Tair. 

On pent conclure de la que Taeetate de sonde n'existe pas dans Tair et qu'il ne 
se rencontre que dans les laboratoires oil il a ete accidentellement dissemin^. Cette 
consequence pent du reste etre prevue, Tacide acetique etant trop peu stable pour 
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que Tac^tate de soude puisse subsister loDgtemps au milieu des reactions qui se 
passent dans ratmosphcre. 

Les experiences faites sur le sulfate et Tacetate de soude se prdtent done un inu- 
tuel appuif etellesconduisenta cette consequence, qu'une parcelle de la substance 
dissoute est necessaire pour provoquer la cristallisation immediate de la solution 
sursaturee. Dans quel etat doit se trouver la parcelle solide pour produire cet efTet? 
Faut-il attribuer son influence a sa forme cristalline ou a sa constitution chimique? 
Cest ce qu'il m'a paru int^ressant d'eclaircir. 

Influence de la forme cristalline et de la constitution chimique sur la cris- 
tallisation des solutions sursatur^es, 

Relativement a la forme cristalline, les essais precedents montrent surabondam- 
ment qu'il ne suffit pas qu'un corps ait la meme forme cristalline que la substance 
dissoute, c'est-a-dire cristallise dans le meme systeme qu'elle, pour provoquer la 
solidification de la liqueur. En effet, le sulfate de soude (NaOSO', loHO) cristal- 
lise, comme Tacetate de soude (NaOC*H*OS6HO), dans le systeme du prisme 
oblique symetrique, et cependant chacun d'eux est sans effet sur la solution sur- 
saturee de Tautre. L'examen des substances contenues dans le tableau, p. 192 et 193, 
conduit h la meme consequence; nous trouvons en effet, cristallisant dans le meme 
systeme : 

Soufre. 

Acide oxalique O0»,3H0- 

Hyposulfiie de soude Na 0S»0% 5H0. 

Sulfate de chaux Ca 0S0», aHO. 

» de cadmium CdOSOS4HO. 

de manganese Mn 0S0% 7 HO. 

» defer FeOSO», 7HO. 

D de cobalt CoOSOSyllO. 

Azotale de sironiiane Sr Az 0*, 5H0. 

Phosphate de soude 2 Na O HO Ph OS 24 HO. 

Chlorate de potasse KO CI O*. 

» de baryte BaOClOsHO. 

Acetate de baryte Ba CMP OS 3 HO- 

» de sironiiane Sr CMP OS 4 HO. 

» deplomb PbOOH»OS3UO. 

» d'urane (U'O^OC'U^^OS aHO. 

1) de zinc ZnOOH»0», 3H0. 

Formiaie de zinc ZnOC^HOS 2HO. 

27. 
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et, comme nous i'avoDS vu, aucune de ces substances n'a d'effet sur la solution 
sursaturee. 

Pour ce qui est de la constitution chimique, nous voyons que les sets de sonde 
n*ont pas plus d*action que les autres, et que les sulfates et les acetates ne se dis- 
tinguent nuUement sous ce rapport des autres sels. 11 y a plus : le sulfate de soude 
anhydre pent etre introduit impunement au sein de la solution sursaturee; il en 
est de meme du sulfate NaOSO', 7 HO, qui prend naissance au sein meme de la 
solution sursaturee, et qu'on pent y introduire sans la faire cristalliser. II n'y a 
done que le sulfate de soude a 10 equivalents d'eau qui agisse sur sa solution sur* 
saturee. Ce sel expose a Tair s'efQeurit, et Ton pouvait se demander si dans cet 
etat il conservait sa propri^te; j'ai done expose dans de Fair absolument sec des 
baguettes recouvertes d'une couche extremement mince de sulfate de soude. Apres 
huit jours, j'ai essayc ces baguettes, et toutes ont provoque la cristallisation. Pour 
I'acetate de sonde, les resultats sont les memes; les sels anhydre ou moins hydrate 
sont tout a fait inactifs, et le sel efQeuri jouit des memes propriet^s que Tacetate 
ordinaire NaOC*H»0», 6H0. 

Je me suis pose une derniere question : Quel est Teffet des substances iso- 
morphes?Pour la r^soudre, il fallait preparer un corps isomorphe du sulfate de 
soude et essayer son action, apres s'etre assure toutefois qu'il ne contenait pas de 
sulfate de soude lui-meme. Or c*est precisement la qu*est toute la difSculte : le se- 
leniate et le sulfate de soude sont bien isomorphes, mais les propriet^s de ces 
deux corps ont une telle similitude, qu'on ne pent les isoler completement Tun de 
I'autre; or nous savons qu'une trace de sulfate de soude suffit pour faire cristalliser 
sa solution sursaturee. II fallait done renoncer h resoudre la question en ce qui 
concerne le sulfate de soude. Les aluns, qui donnent aussi des solutions sursatu- 
rees, ne se pretaient pas davantage a Texperience; mais j*ai etudie un groupe de 
trois substances isomorphes cristallisant dans le systfeme du prisme rhombo'idal 
droit, et qu'il est possible de rencontrer isolees Tune de I'autre : ce sont les sulfates 
de magnesie (MgOSO*, 7HO), de zinc (ZnOSO», 7HO) et de nickel (NiOSO*, 7HO). 
On obtient facilement des solutions sursatur^es de ces substances, et Ton constate 
qu'un cristal de Tun quelconque de ces sels fait cristalliser la solution sursaturee 
des deux autres. De la il faut conclure que les corps qui ont meme formule chi- 
mique et meme forme cristalline jouissent de la propriete de faire cristalliser leurs 
solutions sursatur^es. 

Si ce fait est general, comme le prouvent des experiences que nous indiquerons 
ulterieurement, on pent en deduire un precede d'analyse qualitative propre a de- 
celer des traces de mati^re inappreciab)es par les moyens ordinaires et dont la 
sensibilite n'a pas de limite; il consiste k faire une solution sursaturee de la ma- 
tifere que Ton recherche et de la toucher avec le corps a analyser. Si la solution 
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reste liquide, on est sur qu'il n'y a pas trace de la matiere soupconnee; si elle se 
prend en masse au contraire, on pent affirmer Texistence de cette matiere ou d'un 
corps isomorphe. 

Dans tout ce qui precede, nous avons suppose les solutions sursaturees a la tem- 
perature ordinaire; lorsqu'on s'eloigne de cette temperature, on observe des phe- 
nomenes qu'il est utile de signaler. Au del^ de 33 degres, par exemple, le sulfate 
de sonde devient de moins en moins soluble dans Teau; la solution faite a chaud, 
refroidie jusqu'a 33 degres, n'est done plus sursaturee. Si dans ces conditions on 
I'expose a Tair, elle s'evapore et laisse deposer des cristaux de sulfate de sonde 
anhydre, le seul sel qui soit possible a cette temperature. En dessous de 33 degres, 
temperature k laquelle la solubilite atteint un maximum, la solution sursaturee 
reste liquide; si elle est tr^s-concentree, elle abandonnc par refroidissement des 
cristaux de sulfate k 7 equivalents d'eau. La production de ces cristaux donne lieu 
a une observation interessante. Si Ton refroidit beaucoup la liqueur, ces cristaux 
se deposent brusquement en grande quantite ; si Ton refroidit pen et lentement, 
on observe qu'ils ne se deposent pas, mais alors si Ton introduit dans le liquide un 
corps solide et qu'on s'en serve pour frotier les parois du vase, aussitot on observe 
la formation rapide du sel a 7 equivalents d'eau, et ce qui reste liquide n'en est 
pas moins une solution sursaturee de sel k 10 equivalents d'eau. Get effet s'observe 
tres-bien a 8 ou 9 degres avec des solutions contenant i,5 de sel et i d'eau. Si la 
concentration a lieu par evaporation au contact de Tair, mais a I'abri de parcelles 
de sulfate de sonde en suspension, il se produit des cristaux de sel a 7 HO, et ce 
qui reste liquide est une solution de sel k 10 HO. 

Enfin, si Ton abaisse la temperature au-dessous de zero, on observe, eomme 
Loewel Tavait indique deja, que vers -— 8 degres les solutions sursaturees donnent 
subitement une cristallisation de sel a loHO. Le sulfate de sonde, fondu dans son 
can de cristallisation, pent etre refroidi jusqu'k cette limite, et c'est alors seule- 
ment qu'il se prend en masse cristalline. II resulte de la que les solutions sursatu- 
rees de sulfate de sonde ne peuvent exister que dans des limites donnees de tem- 
perature qui sont — 8 et 4- 33 degres. 

L'acetatc de sonde se transforme en sel inactif a 78 degres ; on pent en- 
core Tobserver a I'etat de sursaturation, meme a des temperatures inferieures a 
— 20 degres : les limites sont, comme on le voit, beaucoup plus etendues que 
pour le sulfate de sonde. 

Cette propriete, que Ton n'a pasmise en evidence jusqu'ici, pcrmet d'expliquer 
un certain nombre de phenomenes connus, particulierement les arborisations 
cristallines observees par M. Kuhlmann. On couvrc des lames de verre de certaines 
solutions salines et on les expose a Taction d'un melange refrigerant; au bout d'un 
certain temps, les lames sont recouvcrtes dc cristaux disposes bout a bout, de 
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inaniere a produire des especes d'arborescences. Cette disposition tient k ce que la 
liqueur etant sursaturee a ^te amenee par le refroidisseineDt k la temperature a 
laquelle elle se prend subitement en une masse cristalline; seulement TefTet com- 
mence au point qui s'est accidentellement trouve le plus froid et qui devient le 
centre a partir duquel la cristallisation se propage rapidement. On peut facilement 
observer des phenomenes de ce genre avec des solutions sursaturees dont on pro- 
voque la cristallisation subite, non plus par le refroidissement, mais par le simple 
contact d*une parcelle de la substance dissoute. On verse, par exemple, sur une 
lame de verre une couche mince d'une solution sursaturee froide d'ac^tate de 
sonde, puis on la touche en un point avec une parcelle de la substance; aussitdt la 
cristallisation commence, et Ton a une arborisation tres-remarquable. 

Le travail qui precede me parait avoir mis en evidence la cause de la cristalli- 
sation subite des solutions sursaturees de sulfate et d'acetate de soude et r^futi les 
hypotheses que Ton avait essay ees pour Texplication de ce phenomene; je pense 
toutefois qu'il n'est pas sans interet de presenter, en terminant, Texamen experi- 
mental de celles qui n'ont pas ete discut^es dans le courant de ce Memoire. 



Examen de diver ses hypotheses. — Conclusion. 



i"" Pour expliquer Ic retard que Ton observe dans la cristallisation des solutions 
sursaturees de sulfate de soude exposees a I'air dans des vases dont Torifice est 
etroit, on a attribue aux parois une certaine influence retardatrice d'autant plus 
grande que la surface en contact avec le liquide etait plus considerable. 

Cette manicre de voir est absolument contredite par Texperience. Ainsi j'ai 
rempli des tubes de verre d'une solution sursaturee, et dans la moitie de ces tubes 
j'ai introduit des fragments de verre, de maniere a rendre vingt ou trente fois plus 
grande la surface du verre en contact avec le liquide, et je n'ai pu constater la 
moindre difference dans les eifets observes avec Tune ou Tautre des deux series. 

1^ On a aussi suppose que le verre qui a ete chauffe se trouvait dans un etat de 
trempe qui le rendait impropre a provoquer la cristallisation. En realite, le verre 
n'a pas d*action par lui-meme sur la solution sursaturee; lorsqu*il est expose 
quelque temps a Fair, il acquiert cette propriete; mais il n'y a sous ce rapport au- 
cune difference entre le verre qui vient d'etre porte a la temperature rouge el 
celui qui n'a pas ete chauffe depuis qu'il a ete fabrique. 

3^ D'un autre cote, on a invoque Tagitation de Tair ou des liquides comme de- 
terminant la cristallisation. L'agitation du liquide avec ou sans le contact de Tair 
est tout a fait impuissante a produire ce phenomene. J'ai en effet communique phi* 
sieurs milliers de secousses violentes a des tubes fermes contenant les solutions 
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avec ou sans air, et jamais jc n'ai observe de solidification; j'ai meme enferme dans 
les tubes des fragments de verre et de mela], et j'ai longlemps agite le liquide sans 
plus de succes. 

4^ Enfin on a souvent attribue aux mouvements vibratoires la propriete de soli- 
difier la solution. Tai fait vibrer des tubes contenant la liqueur, j'y ai introduit 
des corps en vibration : Teffet produit a ete nul. Pour ne laisser sur ce point aucun 
doute, j'ai voulu soumettre le liquide k une compression instantan^e tres-ener- 
gique, et pour cela j*ai brise a I'interieur de la solution une larme batavique; le 
flacon s'est fendu dans tous les sens, mais la liqueur n'a pas cristallise. 

Comme conclusion des recherches precedentes, je crois que Ton pent considerer 
comme demontre : i^ que les solutions sursaturees de sulfate et d'acetate de sonde, 
considerees entre des limites determinees de temperature, ne se prennent en masse 
cristalline qu*autant qu'elles ont ete touchees par une parcelle solide de la sub- 
stance dissoute ou d'une substance isomorphe; 2^ qu'il y a du sulfate de sonde dis- 
semine dans Tatmosphere et qu'il n'y a pas d*acetate de sonde. 

On pouvait prevoir que les autres solutions sursaturees presenteraient des pro- 
prietes analogues a celles dont jouissent le sulfate et Tacetate de sonde; c'est ce 
que Texperience a pleinement verifie, comme je le ferai voir ulterieurement. 

Qu'il me soit permis, en terminant Texpose de ces premieres recherches, d'ex- 
primer ma reconnaissance envers M. Pasteur, qui m'a constamment donne les en- 
couragements les plus precieux, et M. Paul Thenard, qui a mis a ma disposition 
son laboratoire de Talmay, avec cette bienveillance traditionnelle qu'il t^moigne a 
tous ceux qui aiment la science et qui la cultivent. 
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DU SULFATE DE SOUDE. 



On doit a Gay-Lussac les premieres recherches scientifiques sur la sursaturation 
de certaines dissolutions salines, et en particulier sur celles du sulfate de soude (2). 
Ces rechercheSt entreprises dans le but de determiner rinfluence de la pression de 
Tair sur la eristallisation des sels, conduisirent leur auteur a chercher Texplication 
du phenomenesi curieux de la eristallisation subite de la dissolution sursaturee de 
sulfate de soude mise brusquementen contact avec Tair. Pour ce savant, la cause de- 
terminante de la eristallisation reside dans I'absorption, si petite qu'elle soit, de 
Fair par la surface du liquide. L'air, en se dissolvant, precipiterait une partie de 
sulfate de soude, par la meme cause qu'un sel en precipite un autre de sa dissolu- 
tion, et le precipite forme ferait continuer la eristallisation, comme un cristal de 
sulfate de soude que Ton aurait introduit dans la liqueur. Toutefois, Gay-Lussac 
admet aussi une autre explication qu'il semble definitivement adopter, de prefe- 



(i) Pr^sent^ a TAcad^mie des Sciences dans sa stance du 24 avril i865. 

(a) De rinfluence de la pression de I'air sur la eristallisation des sets, par Gat-Lussac. — Memoins dc 
Physique et de Chimie tie la Society d'Arcueily I. UI, p. i8o; octobre 18 1 3. — Annales dt Chimic rt de 
Physique^ i" s^rie, t. LXXXVU, p. -laS; 3o scptembre 181 3. 

Annalei icientifiquci dt ftcoU Nor male supericure, Tom* lU. 20 
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rence a la premiere, dans son Memoire sur la dissolubilite des sels dans I'eau (i). 
II remarque que les dissolutions salines sursaturees ont les plus grands rapports 
avee I'eau rest^e liquide au-desaous de la temperature de s6ro, et que* par suite, 
tout ce qu'on pourra dire de Teau doit leur elre applique. La cristallisation de 
certains sels, la solidification de I'eau refroidie au-dessous de zero, seraient em- 
p^chees par une sortc d'inertie moleculaire que Ton parvient h vaincre par des 
causes qui paraissent etrangeres a I'affinite chimique. 

A partir de 1 85o, Henri Loewel publia une serie de Memoires (a) fort importants sur 
le meme sujet, dans lesquels sont consigncs un grand nombre de faits nouveaux et 
des experiences ingenieuscs. En nous bornant a ce qui concerne le sulfate de sonde, 
nous voyons que ce cbimiste a etabli les principaux resultats suivants. 

Une dissolution sursaturee de sulfate de sonde pent fournir des cristaux, mais 
ils contiennent 7 equivalents d'eau; la dissolution n'est done sursaturee que pour 
le sulfate ordinaire. 

Une temperature suftisamment basse, 8 ou 10 degres au-dessous de zero, pent 
faire cesser la sursaturation. 

Des corps chauffes, solides ou liquides, polis ou en fragments, peuvent perdre 
la propriete de faire cristalliser le sulfate de sonde, bien que ces corps soient 
redevenus depuis longtemps a la temperature ambiante lorsqu'on les plonge dans 
les solutions; il en est de meme des corps laves a I'eau. 

L'air ordinaire pent devenir impropre a provoquer la cristallisation du sulfate 
de sonde dans plusicurs circonstances , tout en conservant son 6tat hygrom6- 
trique (3), et notamment s'il a circule dans des tubes contenant du coton. 
Loewel n'essaye point d'expliquer les phcnomenes qu'il a decrits, et il regarde 
la cristallisation brusque des solutions sursaturees comme « TeiTet d'une de ces 
actions mysterieuses de contact, appelees actions catafytiques par Berzelius, et 
dont la science n'a pas jusqu'a present donnc d'explicatioo satisfaisante. • 

M. A. Lamy veriBa, par des experiences nouvelles, en t85i (4)» les resultats 
principaux enonces par Loowel, et montra en outre que la forme, I'epaisseurt la 
nature des vases, la quantite de dissolution qu'ils renferment, sont sans influence 
sur la cristallisation du sulfate de sonde, en meme temps qu'il refuta la theorie de 
la solidification des dissolutions sursaturees donnee par MM. Gotzinski et Selmi. 



(i) Annates de Chimie ct de Physique^ a* serio, t. U, p. 296. 

(2) Observations sur la sursaturation des dissolutions salines, par Henbi Loewel^ Annates de Chimie et 
de Physique, V s6rie : i*' M6moire, t. XXIX, p. 62; i85o; 2« M6moire, t. XXXIH, p. 334; i85i; 3* Me- 
moire, t. XXXVII, p. i55; i853; 4« Mdmoire, t. XLIII, p. 4o5; i855; 5« M6moire, t. XLIV, p. 3i3; i855; 
C' M6moire, t. XLIX, p. Ba; 1857. 

(3) Contrairement a Tassertion de M. Gotzinski, Comptcs rcndus des seances de l^ Acnd^mie des ScivnceSy 
x'l mai i85i, et de M. Selmi, Comptes rcndus, 23 juin i85i. 

(4) A. LamY; Th^se do Physique prcisont^e a la Faculty des Sciences de Paris, 29 novembre i85i. 
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Dans UQ Memoire sur h filtration de Tair par rapport k la fermentation, a la 
putrefaction et a la crista! I isation (i), M. Schroder fut conduit k ^tudier d'une 
maniere toute speciale les phenomenes de la sursaturation. II constata d'abord 
que toutes les experiences faites avec les solutions sursaturees de sulfate de soude, 
de carbonate de sonde, de sulfate de magnesie et d*alun, obtenues en chassant Fair 
par rebullition, r6ussissaient egalement lorsqu*on se servait de liqueurs refroidics 
lentement au contact de Fair filtre sur du coton. Les differents hydrates de ces 
sels et leurs niodificalions signalees par Loewel se produisaient tout aussi bien 
en vases clos, prives d'air, qu'en presence de Pair filtre. 

M. Schroder conclut de ses experiences que la seule regie generate que Ton 
puisse admettre en presence de resultais souvent opposes et contradictoires, c'est 
que les corps n'agissent sur les solutions sursaturees que s'ils ont eu pendant un 
certain temps le contact de Fair ordinaire, a I'exception tou^efois du cristal de la 
substance qui se trouve dans la solution sursaturee {2). 



(i) Jnnalen derChemie und Plmrmecic^ Wochleb, Liebig, Kopp, t. CIX, p. 35; iSSq. 

(2) Du reste, pour mieux faire comprendre rimporlance du travail de M. SchrQdor, je donnerai ici un 
extrait de son Memoire. 

Extndt du Memoire €ie M. Schroder sur la filtration de Vair par rapport a la fermentation , 

a la putrefaction et a la crista llisation, 

« § 23. — On sail que les solutions sursaturees, comme les corps surfondus, tels que ie soufre, le phos- 
phore, etc., no cristallisent pas toujours immddiatement apr^s le contact de Tair ordinaire, mais souvent apr^s 
un temps plus ou moins long. On sait aussi que la cristallisation se fait beaucoup plus rapidement par le 
contact de certains corps solides exposes a Fair. Ces r6sultats semblcnt favorables k Thypoth^se qui ex- 
plique la cristallisation des liqueurs sursatur^s en admettant qu'elle est provoqu^e par de petits corps 
solides qui planent dans Tair, et Ton a effectivement attribu^ cette propriety aux poussi^res de Fair. J*ai 
fait un grand nombre d'essais, de maniere k determiner k quelle classe de corps appartient cette propriety, 
en projetant difterentes substances dans des ballons contenant des dissolutions sursaturees isol^es de Tair 
rommun par un bouchon en coton. De Tair filtre est rentre dans les vases, et Ton sait que dans ces condi- 
tions la sursaturation persiste pendant longtemps, memo aprds avoir agite et ouvert les vases : on a done 
Ik un precede commode pour etudier Tinfluence de differents corps sur la sursaturation. Les cristaux les plus 
divers, les poudres amorphes, les acides et les bases, les oxydes et les suroxydes, un grand nombre de 
substances organiques hydrocarbonees, les matieres proteiqucs, le pollen des fleurs, les spores des moisis- 
suros , des matieres en voie de putrefaction furent e3sayes tour k tour, sans que j'aie pu reconnattre dans 
aucune de ces substances la propriete bien c^racierisee de provoquer la cristallisation : c'etait toujours une 
affaire de hasard si telle ou telle substance produisait ou non la cristallisation. La seule conclusion k de- 
duire de ces experiences, c*est que les differentes substances susmentionnees n*exercent point d*action si 
leur suiface n'a pas ete exposee quclque temps k Tair, si elles ont ete prealablement chauffees, ou si, 
apres avoir sejourne dans Teau, on les faisail secher en vase clos, k Texception toutefois du cristal de la 
substance dissoute dans la liqueur sursaturee : celui-ci peut etre chauffe et memo fondu k la surface, et 
malgre cela il determine toujours la cristallisation. 

» § 24. — Les fails que Ton vient de rapporter augmentent singulierement la difflculte d*interpreter 
theoriquement ces phenomenes de sursaturation. D'une part, Fair ne peut provoquer la cristallisation que par 
de petits corpuscules solides qu'il tient en suspension; d^autre part, tons les corps solides essayes(excepie 
le cristal primitif lui-meme) ne font crislalliser la liqueur qu'autant qu'ils ont ete pendant un cer- 
tain temps en contact avec I'air, ^videmment on se meut \k dans un cercle vicieux, k moins d'admettre 

28. 
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Puis, comparant les plienomfenes de cristallisation par Fair libre, parTair ckauffe 
ou par Fair filtre sur le coton , avec les phenomenes de putrefaction , il trouve 
entre eux une telle concordance, de telles analogies, qu'il ne peut s'empecher de 
les attribuer a une cause commune jusqu*ici entierement inconnue. Appelant 
action inductive cette cause inconnue de la cristallisation des solutions sursaturees 
et de la putrefaction des liquides organiques, il expose une theorie de la cristal- 
lisation et de la putrefaction. 

Suivant lui, Taction inductive de Tair serait plus ou moins forte, elle ne serait 
meme jamais completement detruite par le coton, elle ne serait que tres-affaiblie. 
Une action inductive trfes-forte peut seule faire cristalliser les substances hydratees 
les plus solubles. Ainsi, par exemple, dans les solutions sursaturees de sulfate de 
sonde, en presence de Tair filtre, une action inductive faible determine la forma- 
tion de Thydrate de Loewel SO*, NaO -h 7HO; tandis qu'en presence de Fair com- 
mun, une action inductive plus forte determine immediatement la cristallisation 
(lu sel ordinaire moins soluble SO', NaO -h loHO (i). 

II remarque en outre que les observations faites dans I'air filtre sur la fermentation 
et la putrefaction sont paralleles aux phenomenes de cristallisation, puisqu'il y a 
(les corps qui resistent des annees dans I'air filtre, tandis que d'autres plus alle- 
rables, tels que le lait, le jaune d'oeuf, entrent en decomposition, meme par Taction 
inductive faible de Tair filtre. Les phenomenes de fermentation, de putrefaction, 
aussi bien que les phenomenes de cristallisation, prouvent done que Taction induc- 
tive de Tair filtre n'est jamais aneantie, mais seulement considerablement affaiblie. 
D'ailleurs ne voit-on pas, dans un autre ordre d'idees, Tair frais ou Tair confin^ agir 
tout differemment sur Teconomie; Tair frais exerce sur ledeveloppementde lasante 
(le Thomme une action stimulante certaine, qui n'est point encore expliquee, mais 
(|ue ne possede pas Tair confine prive d'acide carbonique et de gaz nuisibles. 



iiue I'air n'apporte, a chacune des innombrables solutions sursaturees que Ton peut obtcnir, quclque petit 
cristal isomorphe avec le corps dissous et pouvant former avec lui un ensemble complet. 

» Et en admettant mtoe cette hypothesc invraisemblable, il faudrail admettre aussi cette autre hypo- 
th^se encore plus invraisemblable, que ces cristaux si varies qui planent dans Fair sont tous d^truits com- 
pletement par Taction d'une temperature infericure k 100 degr^s. D'abord je ne comprends pas comment 
la production de cristaux au contact de Tair peut 6lre attribuee ^ de petils corpuscules qui y planent. Mais 
si nos connaissances actuelles sont insuffisantes pour expliquer Tinfluence jusqu'ici mystericuse de Fair sur 
les ph(^nomencs de cristallisation, si ce no sont pas de petits corpuscules solides qui la produisent, il est 
tr^s-vraisemblable que Taction de Tair qui determine la fermentation et la putrefaction ne doit pas ^tre 
uniquement attribuee k de pareils corpuscules miasmatiques ; car ces deux actions de Tair ont tant d*ana- 
logies, les conditions qui les empdchent de manifoster leurs effets se ressemblent tellement, qu'il est 
impossible de s'erapecher de les attribuer ^ une cause commune entieremeiit inconnue jusqu'ici. » 

(i) Je ne comprends pas pourquoi Loewel, et aprfcs lui M. Schroder, considerent le sulfate de soude ordi- 
naire, S0\ NaO 4- 1 olio, comme etant moins soluble que le sulfate SO^ NaO -h 7 HO, qui se depose tou- 
jours en premier lieu dans les solutions sursaturees de sulfate de soude. Cest le contraire qui paralt pro- 
bable, quoique Texperience ne dise rien a cet egard. 
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J*ai rapporte avec quelque detail les principaux traits du travail de M. Schroder, 
paree que ce travail est peu connu en France, et que ce resume succinct permettra 
de juger plus sainement de Tetat de la science a Tepoque oil le Memoire de ce 
savant a 6t6 publie, c'est-k-dire en septembre i858. 

Mes premieres recherches sur la sursaturation datent du commencement de 
Tannee i860; elles furent provoquees par les beaux travaux de M. Pasteur sur les 
generations spontanees, dont les resuUats m'avaient fortement impressionne. Bien 
qu'a cctte epoque je ne connusse point le travail de M. Schroder, j'entrevoyais une 
grande analogie entre les phenomenes de fermentation et les phenomenes de cristal- 
lisation occasionnes par Fair. Je fis part de mes premiers essais a M. Pasteur, qui 
les accueillit avec une grande bienveillance, m'encouragea a les suivre, m'aida de 
ses conseils, et me communiqua son mode d'experimentation pour Tensemence- 
ment des poussieres de Fair, avant la publication de son travail. Aussi je saisis 
cette occasion d*adresser ici publiquement mes remerciments a ce savant que je 
m'honore d'avoir eu pour maitre. 

Un resume de mes premieres experiences fut presente par M. Pasteur a la 
Societe Chimique de Paris, dans sa seance du 27 juillet i860, et communique a la 
Societe imperiale des Sciences et Arts de Lille le 17 aout de la meme annee. De- 
puis cette epoque, j'ai fait ^ cette meme Societe plusieurs communications sur le 
sujet dont il s'agit; il en a ete rendu compte dans differents recueils, et notam- 
ment dans la Re^ue des Societes savantes du 27 mars ]863, p. 137, et dans le dis- 
cours de rentree des Facultes de Douai et de Lille pour Tannee i863. 



CHAPITRE II. 



EN QUOl CONSISTE LA SURSATURATION. — SA DISTINCTION D AVEC LA SURFUSION. — 
APPLICATION A LA CONGELATION DE l'eAU AU-DESSOUS DE ZERO ET A CERTAINES 
SOLUTIONS SALINES. 



II importe, des le d^but de ces recherches, de preciser les idees sur la sursatura- 
tion et de la distinguer de la surfusion avec laquelle on Ta souvent confondue. La 
plupart des auteurs qui se sont occupes de ce sujet ont admis les idees de Gay- 
Lussac sur cette matierc, idees qui se trouvent deja exprimees dans son Memoire 
de 1 81 3 et qui sont plus developpees dans le Memoire sur la dissolubilite des sels 
dans Teau. 

€ La saturation dans une dissolution saline de temperature invariable, dit Gay- 
Lussac, est le terme auquel le dissolvant, toujours en contact avec le sel, nc pent 
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plus ni en prendre ni en abandonner aucune portion. Ce terme est ie seul que ron 
doit adopter, parce qu'il est determine par des forces chimiques et qu'il reste 
constant tant que ces forces restent constantes. D'apres cette definition, toute dis- 
solution saline pouvant abandonner du sel sans que sa temperature change est ne- 
cessairement sursaturee. Je vais montrer qu'en general la sursaturation n'est poifit 
un terme fixe et que /a cause qui la produit est la mime que cells qui retient Feau 
Uquide au-dessus de sa temperature de congelation. > Et plus loin il ajoute : <La cause 
generale qui produit la sursaturation etant evidemment la meme pour chaque sel^ 
il suffira d'observer ses effets dans ceux oil ils se montrent avec le plus d'inten- 
sit6. » 

Je crois qu'il y a lieu de distinguer ces differents ph^nomenes, afin d'eviter 
toute confusion dans Ic langage et dans les idees. La saturation est parfaitement 
definie par Gay-Lussac dans ie Memoire cite. Je dirai done avec cet illustre savant : 
qu*une liqueur est saturee d*un sel a une temperature donnee, si, se trouvant en 
contact avec ce sel, elle ne peut plus ni en prendre ni en abandonner. 

Mais je ferai une restriction pour la sursaturation, et je dirai : 

Qu'une liqueur est sursaturee d'unsel a une temperature donnee, si, contenant 
a Tetat liquide plus de sel que ne Tindique le terme de la saturation pour la tern-* 
p^rature donnee, elle n*abandonne aucune partie de ce sel par Tagitation avec ou 
sans des corps anguleux, en presence ou en Fabsence de Tair convenablement 
modifie. 

Si des liqueurs restant limpides pendant un temps indefini, a une temperature 
I'onstante, laissent deposer par Tagitation, dans les conditions que je viens de 
mentionner, des corps fondus ou simplement liquefies, je rangerai ces pheno- 
mbnes dansce qu'on appclle la surfusion, sans prejuger en rien la question de 
savoir s'il y a reellement surfusion dans le cas oil le liquide ne serait point homo- 
gene. 

Je Vais montrer par quelques exemples les idees que j'attache aux phenomenes 
de surfusion et de sursaturation. 

La congelation brusque de Teau refroidie au-dessous de zero, contrairement a 
Topinion de Gay-Lussac, est un phenomene de surfusion analogue k la solidifi- 
cation du soufre, du phosphore, etc., liquides a des temperatures inferieures a 
celles de leur fusion, et tout a fait distinct de la cristallisation des solutions sur- 
saturees. Les faits suivants le prouvent suffisamment. 

Comme beaucoup de personnes, j'ai eu I'occasion d'observer la solidification 
brusque de I'eau dans les conditions ordinaires, lorsque la temperature exterieure 
s'est suffisamment abaissee. J'attachais un grand prix a la constatation nouvelle de 
ce phenombne depuis le commencement de mes recherches sur la sursaturation, 
et j'ai 6te assez heureux pour Tobserver de nouveau pendant Thiver de i863. En 
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transvasant de i'eau ordinaire, qui avail et6 abandonnee au repos depuis plusieurs 
jours dans une piece froide inhabitee, je vis que I'eau restait limpide dans le vase 
od elle avail sejourne, tandis que d'abondanles lamelles de glace prenaienl nais- 
sance dans I'aulre. Dans la crainte d'elre le jouel d'une illusion, je chercbai a 
conslaler le phenomene dans des condilions lelles, que loule objeclion fut impos- 
sible. Je pris, dans une piece voisine chauffee, un verre place sur la cbeminee; je 
sentais a la main que sa temperalure elail superieure a celle de la chambre. J'y 
versai I'eau refroidie au-dessousde zero; ellen'eprouva d'abord aucun cbangemenl 
apparent, parce qu'elle avail du ceder sa chaleur au verre; mais I'ayanl rejet^e 
pour la remplaeer par de Teau nouvelle, versee avec precaution, je constalai 
que celle eau, parfailemenl limpide d'abord, fournit apres quelques instants des 
lamelles cristallines de glace assez abondanles. L'eau du vase ne tarda pas a se 
congeler, par suite de ces diverses manipulations. Gette observation, qui se ratta- 
che aux curieuses experiences faites par M. L. Dufour, en 1861 (1), sur la conge- 
lation de l'eau dans des melanges de chloroforme el d'huile, montre que I'inter- 
vention de vases etroits ou d'enveloppes liquides n'est pas indispensable pour 
conserver a l'eau refroidie au*dessous de zero une certaine stability dans son elal 
fluide. Dans les condilions exceptionnelles ou j'etais place, probablement moins 
rares qu'on ne le suppose, j'ai pu, avec quelques precautions, deplacer, agiter el 
transvaser memo de i'eau refroidie au-dessous de zero, sans qu'elle cessat de se 
maintenir liquide. Mais eel etat ne saurail persisler indefmiment; une agitation 
brusque le fait disparaitre. 

J'ai prouve du reste par I'experience suivante, publiee en i860 (a), que I'agila- 
tion brusque ou le frotlement d'un corps etranger suffisent loujours pour deter- 
miner la congelation de l'eau refroidie au-dessous de zero. 

J'ai employe deux lubes analogues a ceux qui servent a la confection des therrao- 
m^res [PL II, Jig. 1 et 2). Les reservoirs, de 1 5 millimetres de diametre sur 10 a 
1 5 centimetres de long, conlenaient de Teau qui avail ete porlee kl'ebullition dans 
les appareils el au-dessus de laquelle se trouvait, soil le vide, soil de I'air calcine 
ou tamise sur du colon, soil de I'air ordinaire. Un des reservoirs renfermait un 
petit bout de tube de verre creux de 2 centimetres environ de longueur, et i'eau, 
lorsque sa temperature elail de zero degre, n'arrivail que j usque vers la nais- 
sance du tube capillaire. Les appareils, scelles a la iampe, furent places a cote I'un 
de I'autre dans un melange refrigerant donl la temperature etait environ de 5 ou 
6 degres au-dessous de zero ; en les retirant apres quelque temps et les renversant, je 
vis l'eau se prendre en masse dans le reservoir oil se trouvait le petit cylindre en verre, 



(1) Comptes rendus, t. Lll, p. 760. 

(2) Memoires de la Societe des Sciences et Arts de Lilie, 2*serie, t. VII, p. 198; i860. 
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tandis qu'elle rcsta limpidc dans Tautre; la solidification n'avait done pas ete 
ocoasionnee par Ic deplacement des reservoirs, mais bien par Tagitation produite 
par le petit tube en verre. J'observai aussi que les cristaux naissaient sur le petit 
cylindre lorsqu*il avail atteint a peu pres la moitie de la longueur du reservoir, et 
de la se propageaient dans toute la masse en forme de lamelles emprisonnant 
le petit tube de verre. Cette experience, d'une execution facile et d'une reussite 
assuree, peut devenir une experience de cours, en se servant seulement du tube 
qui contient le petit cylindre de verre; elle permet de montrer a tout un amphi- 
theatre ce phenomene si curieux de I'abaissement de la temperature de Teau au- 
dessous de son point de solidification, et probablement aussi reussirait-elle en 
remplagant Teau par d'autres corps. 

II m'est arrive souvent, en repetant cette experience avec des appareiis qui n'e- 
taient point remplis d'eau jusqu'a la naissance du tube capillaire {PLII, fig, 3), de 
pouvoir agiter le liquide en depla^ant la bulle. d'air assez forte de la partie supe- 
rieure du tube, sans provoquer la solidification de Teau, et cependant Teau etait 
bien refroidie au-dessous dezero, car en depla^antensuite le petit cylindre de verre 
contenu dans le reservoir, je voyais Teau se solidifier immediatement, et, comma 
toujours, les cristaux commencaient a se produire sur le petit tube. Cette expe- 
rience, analogue a celle que j'ai rapportee plus haut sur Teau de source refroidie k 
Fair, montre bien que toute agitation ne suffit pas pour determiner la solidification de 
Teau. J'ai pu en effet promener, lentement il est vrai, a plusieurs reprises, une bulle 
d'air dans le reservoir sans faire eprouver. aucun changement au liquide (i). On a 
vu plus haut que j'avais pu deplacer un vase d*eau ordinaire refroidie au-dessous 
de zero, verser meme a plusieurs reprises le liquide d'un vase dans Tautre, et Teau 
cependant ne se solidifiait pas. II faut done une agitation d'une certaine nature, 
telle qu'une agitation brusque en presence de Tair, ou bien une agitation par un 
corps solide qui fait toujours cristalliger le liquide par le moindre deplacement ou 
le moindre frottement contre les parois. 

On voit par la toute la difference qui existe entre la solidification de Teau et la 
cristallisation des solutions sursaturees, ces dernieres pouvant etre agitees violeni- 
ment, meme avec des corps anguleux, en conservant leur limpidite, ce qui n'arrive 
jamais pour Teau el pour tousles corps qui eprouvent lasurfusion. II est done tout 
naturel de ranger la solidification de Tcau refroidie au-dessous de z^ro dans la 
elasse des phenomenes de surfusion,ce qu'on peut admettre parfaitement du reste, 
puisque Teau est un corpsr homogene. 

Mais en sera-t-il de meme lorsqu'on aura affaire a certaines solutions salines, 



(i) L experience ne reussit pas toujours; je crois quMl convient, pour que le fait signal^ se produi^, que 
la temperature ne soit pas trop basse. 



i 
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celles dc sulfate dc soude par exemple, susceptibles de pouvoir deposer des cris- 
taux de sel a 7 equivalents d'eau par Tagitation, comme Teau refroidie au-dessous 
de son point de congelation, tout en restant sursaturees? Est-ce bien la reellement 
une suffusion? Je n'en sais rien; mais tout ce que je sais, e'est que c'est la un 
phenomene tout different de la prise en masse des liqueurs sursaturees, car, 
pour fairc cristalliser ces dernieres, Tagitation ne suffit pas, et il faut Fintervention 
d'agents speciaux, ce qui n'a jamais lieu avec les premieres; il importe done de 
ne pas confondre ces deux ordres de phenomcnes si differents. 

Le sulfate de sonde et plusieurs autres sels nous offriraient done, dans certains 
cas, les deux phenomenes de la surfusion et de la sursaturalion. II arrive souvent, 
comme Lcewel Ta montre, que les solutions de sulfate de soude sursaturees laissent 
deposer par refroidissement des cristaux volumineux d'un hydrate particulier a 
7 equivalents d'eau ; ces cristaux augmentent ou diminuent de volume suivant la 
temperature ; ils peuvent meme disparaitre entierement pour se reformer plus 
tard; la liqueur n'est done point sursaturee pour ce sulfate a 7 equivalents dVau. 
Ce sel ne se forme pas ordinairement en presence de Tair qui le modifie et lui fait 
perdre sa transparence; les crisfaux limpides deviennent blancs comme la porce- 
laine aussitot qu'ils ont le contact de Tair commun. Cependant il arrive frequem- 
ment, comme Lcewel I'a remarque, lorsque les dissolutions ont ete recemmeni 
preparees et qu'elles ont ete refroidies a Tabri de tout mouvement brusque, que 
ces liqueurs se troublent par Tagitation et qu'elles laissent deposer du sel a 7 equi- 
valents d'eau. L'action une fois commencee continue d'elle-meme, lentement, 
jusqu'a une certaine limite, et la liqueur surnageante est toujours sursaturee par 
le sel a 10 equivalents d'eau. Je considere cette action comme analogue a la soli- 
dification de i'eau, du soufre, du phosphore, bien qu'elle ne se produise point 
dans un milieu homogene, et je la distingue de la sursaturation avec laquelle elle 
a ete confondue jusqu'a present. 

Du reste, la sursaturation possede des caracteres tout aussi bien definis que la 
saturation; elle parait avoir un terme tout aussi fixe qu'elle, qui depend comme 
elie de la temperature a laquelle elle a lieu et de la nature du sel dissous. Cela 
resulte tres-clairement des experiences de Lcewel consignees dans les differents 
Memoires qu'il a publics sur ce sujet (i). 

Si Ton construit les deux courbes correspondant aux quantites de sel anhydre 
que 100 parlies d'eau peuvent prendre a I'etat de saturation et de sursaturation 
{PL III, fig, 2 1 ), on reconnait que la sursaturalion suit la meme loi que la saturation, 
que les deux courbes sont tres-sensiblement paralleles, et que la sursaturation parait 



(i) Annates de Chimic et de Physique, 3* seric, t. XXIX, p. 76 cl suiv.; t. XXXIU, p. 337; t. XLIX, 
p. 4B. 

Annales scientifiqucs de Vtcole Normale supirieure. Tomo HI. 2Q 
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meme augmenter proportionnellenient a la temperalure enire zero et 26 degres. 
Entre ces limites, la courbe de sursatiiration se confond k peu pr^s avec une ligne 
droite; mais, au-dessous de zero, elle s*inflechit et vient couper Taxe des tempe- 
I'atures a 8 degres au-dessous de zero et cesse d'exister a 34 degres au-dessus de 
zero, comme on le verra plus loin (i). 



CHAPITRE III. 



INFLUENCK DF LA TEMPERATURE SUR LA SURSATDRATION DU SULFATE DE SOUDE. 



Cette etude a ete faite par Loewel dans ses oonsciencieuses recherches sur b 
saturation, et tout ce qu'il dit du sulfate de soude est parfaitement exact. Les so- 
lutions abandonnees au refroidissement dans Tair ou dans la glace, ou encore dans 
des melanges refrigerants, perdent progressiveinent de leur chaleur; leur tempera- 
ture s'abaisse d'une maniere continue, et, lorsqu'elle est arrivee de 8 a 10 degres 



(i) Tableau cxtrait du Memoire dc Loswel pour la construction des cmirbes de saturation 

et de sursnturntion . • 
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(') Annales de Chimie et de Phjsiqtte, tableau 
du tomo XLIX, p. f\i o{ /|8. 
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au-dessous de zero, elles se prenaent en masse; tel est le resume des travaux de 
Loewel surce sujet. Je mejserais contenle dedecrire une experience que I'on trou- 
vera plus bas pour fixer d'une maniere precise le point de congelation du sulfate de 
soude en solution sursaturee, si jc n'avais eu connaissance d'une communication 
faite a TAcademie par M. A. Terreil, dans sa seance du 24 septembre i860. Les 
resultats indiques par M. Terreil sont tellement extraordinaires, tellement en 
desaccord avec les lois generales relatives a la propagation de la cbaleur, avec les 
observations de Loewel et avec les miennes, que j'ai cru devoir repeter les expe- 
riences relatives a Taction du refroidissement sur les solutions de sulfate de soude 
avec toute la precision desirable. 

M. Terreil a annonce a I'Academie (i) que : 

< Lorsqu'on introduit dans de la glace pilee une fiole de sulfate de soude sursa- 
ture, dans laquelle plonge un thermometry on observe que la temperature de la 
dissolution, apres etre descendue, reste pendant plusieurs heures stationnaire 
entre 5 et 6 degres au-dessus de zero (a), mais toujours en s'abaissant a 4^,2; 
a cette temperature, la cristallisation se fait avec une rapidite remarquable, et le 
ihermometre remonte vers 25 degres. 

» Si Ton remplace la glace pilee par un melange frigorifique, dont la temperature 
est a — i5 ou a — 18 degres, le meme phenomene se reproduit un peu plus vite, 
et a 4^*2 au-dessus de zero la liqueur cristallise. 

» J'ai repete ces experiences, dit M. Terreil, un grand nombre de fois, et j'ai 
obtenu toujours les memes resultats ; ilparait done impossible de congeier les disso- 
lutions saturees de sulfate de soude a la pression ordinaire^ comme Lcewel a pu lefaire, 
en ejcposant a de basses temperatures les mimes dissolutions renfermees dans des tubes 
scelles a la lampe et oil la pression etait presque nuUe. 

> La cristallisation des liqueurs sursaturees a la temperature oil Ton possede son 
maximum de densite est un fait remarquable. 

• Lorsqu'on plonge un thermometre (mouille prealablement pour empecher 
qu'il ne fasse cristalliser) dans une solution sursaturee de sulfate de soude, pre- 
paree depuis plus de trente-six heures, on observe que la temperature de la liqueur 
est toujours de | dcgre et meme 1 degre au-dessus de la temperature de Tair et de 
Teau placee dans les memes conditions. II faut attendre souvent plus de cinquante 
heures pour que la liqueur se mette a la temperature ambiante. 

» Si Ton place dans de la glace pilee deux fiolesde meme grandeur, dont Tune 
contient de Teau distillee, et I'autre le meme volume d'une dissolution sursaturee 
de sulfate de soude, et dans lesquelles plongent deux thermometres, on observe 



(1) Comptcs rendiLSy t. LI, p. 5o6; i860. 

(%) Cest par erreur quil y a au-dessoiis clans le Compte rendu, la suite le d^montre. 
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que la temperature de Teau s'abaisse tres-rapidement, tandis que celle de la disso- 
lution sursaturee ne descend que lentement. Enfin, lorsque I'eau marque i degre 
environ au-dessus de zero, la temperature du sulfate de sonde est encore a plus de 
6 degres. 

» A 4°>2> le phenomene que j'ai indique se reproduit, la liqueur cristallise tout 
a coup. > 

Je n'entreprendrai point de discuter ces resultats,ni deles expliquer; je me bor- 
nerai aciterles experiences suivantes. 



Premiere experience, 

Elle a ete entreprise aussitot que j'eus connaissanee de la communication de 
iM. Terreil. 

Dans un ballon de la capacite de i5o centimetres cubes environ, au col duquel 
avait ete sonde un tube de i5 millimetres de diametrc et de 5o centimetres de lon- 
gueur, je plagai un thermometrc a mercure dont le zero determine d'avance etait 
a -h o**,5. Apres avoir etire le tube a la lampe a hauteur convenable, j'introduisis 
une solution chaude de sulfate do sonde dans Tappareil. L'extremite ouverte du 
tube fut adaptee a un tube en metal chauffe au rouge dans une partie de sa lon- 
gueur, de maniere a pouvoir laisscr rentrer de Pair calcine a Tinterieur. Je fis 
bouillir pendant quelque temps la solution de sulfate de sonde pour chasser tout 
Tair du ballon et du tube, puis je laissai refroidir lentement Tappareil, de maniere 
a y laisser rentrer de Pair calcine. Lorsque le ballon rcmpli d'air calcine, sous la 
pression atmospherique, fut revenu a la temperature ambiante, je scellai le tube k 
la lampe. On sait que, dans de pareilles conditions, la solution de sulfate de soude 
se conserve indefiniment a I'etat de sursaturation. 

Le lendemain, la liqueur etant parfaitement limpide, meme apres agitation, je 
pla^ai I'appareil dans la glace fondante et je constatai les faits suivants : 

Environ apres un quart d*heure, le thermomelre marquait io% temperature reelle 9®, 5 

» trois quarts d'heure i", » o®,5 

» une heure et demie o%5 » o® 

» vingt-qualre heures o®,5 jb o" 



La liqueur etait toujours restee limpide ; il n'y avait pas le moindre d6p6t 
cristallin, meme apres agitation. 

Le lendemain du jour ou Texperience avait ete commencee, je portai le ballon, 
qui etait a zero, dans une salle ou la temperature etait de i3 degres, et je le 
pla^ai a cote d'un appareil tout semblable contenant de Teau distillee qui avait ete 
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porlee a la temperature de zero ; il y avail un pen plus d'eau que de sulfate de 
soude. J'observai alors le rechaufTement des deux ballons. 
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A Forigine 

Apres di\ minutes 

Apres quarante minutes 

Apres quaire-vingt-dix minutes.. . 
Apres trois heures el demie 

Les deux ballons etant revenus a la temperature ordinaire, je brisai la pointe du 
ballon a sulfate de soude, et j'amenai le liquide au contact de Fair; il ne tarda pas 
a se prendre en masse, et le thermometre qui ne plongeait qu'en partie dans le 
liquide solidifie marqua 23 degres. Le thermometre, apres Texperience, etant 
plonge dans la glace fondante pendant trois heures, indiqua -4- o**,5; le zero n'avait 
done pas change. Un appareil tout a fait semblable fut place dans un melange re- 
frigerant; la temperature s'abaissa progressivement, et lorsque le thermomfetre fut 
descendu d'une maniere continue jusqu'a 8 degres au-dessous de zero, la masse se 
solidifia, en meme temps que la temperature remonta au del^ de 20 degres. 

Les experiences que je vais rapporter ont etc faites un peu plus tard, de ma- 
niere 5i mettre a profit les temperatures basses de Thiver. 

Deuxieme experience (24 decembre i860). 

Je fis choix de deux ballons en verre aussi semblablesque possible, de la capacite 
de 100 centimetres cubes environ, et de meme diametre. A leurs cols avaient ete 
soudes des tubes d'a peu pres i5 millimetres de diametre et de 60 centimetres de 
longueur, et Ton avait introduit dans chacun d'eux un thermometre avant d^etirer 
les tubes vers Textremite. Dans Tun se trouvait nne solution chaude dc sulfate de 
soude qui fut portee a Tebullition, puis mise a refroidir lentement en presence de 
Tair calcine, comme il a ete dit plus haut, puis le tube fut scelle a la lampe. La meme 
operation fut executee sur le deuxieme ballon, aveccette difference que Ton y avait 
introduit un poids d'eau a peu pres egal au poids de sulfate de soude contenu dans 
le premier ballon. En maintenant Tebullition pendant le meme temps, je pouvais 
esperer que j'experimenterais sur des masses ayant a peu pres le meme poids. 
En effet, Texperience terminee, les ballons furent ouverts, et je reconnus que 
j'avais opere sur une solution de sulfate de soude qui pesait 4o^%95 et sur un 
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poids d'eau egal a l\i grammes, c*est-a-dire superieur de i^,o5 au poids de la solu- 
tion de sulfate de soude employee. D'autre part, le thermomfetre plonge dans le 
sulfate de soude avait son zero a zero, et le thermometre plonge dans Teau avail 
son zero a -h o**,4 avant et apres rexperience. 

Le lendemain (a5 decembre i860), il s'etait forme, dans le ballon a sulfate de 
sonde, des cristaux volumineux, transparents, de sulfate a 7 equivalents d*eau qui 
furent redissous par Televation de la temperature, et lorsque je me fus assure que 
le liquide etait parfaitement limpide, que toute strie avait disparu,les deux ballons 
furent places a cote Tun de Tautre dans un meme baindemercurechaud,enayant 
soin de les immerger completement et de les enfoncer jusqu'a la meme hauteur au- 
dessus de la naissance du col. J'avais adopte cette disposition pour chauffer ega- 
lament les deux appareils et pour eludier leur refroidissement dans des conditions 
aussi semblables que possible. Au bout d'une heure, les deux ballons etaient a la 
meme temperature, inferieure de a degres a celle du bain, qui etait maintenue a 
peu pres constaute dans les environs de 35 degres. Les choses etant ainsi disposees, 
j'enlevai rapidement les deux ballons du bain chaud dans lequel ils etaient plonges, 
el, apres les avoir epoussetes pour enlever la petite quantite de mercure adherente, 
je les suspendis a environ a metres Tun de Tautre, ^ la meme hauteur au-dessus du 
sol, au milieu d'une grande salle non chautfee dont la temperature fut tres-sensi- 
blement constante pendant toute la durec de Texperience. En effet, cette tempera- 
ture etait de -h 3**, 5 au commencement, vers 2 heures de Tapres-midi; a 5 heures, 
elle etait encore de 3*^,5; a 6** So"*, elle n'elait plus que de 3°, 2 comme a S** 3o"", 
ainsi que le lendemain, c'est-a-dire dix-huit heures apres la premiere observation. 
Les deux ballons etaient done soumis au refroidissement dans les memes condi- 
tions et dans une enceinte de temperature invariable. Le temps fut mesure au 
moyen d'une bonne montre ordinaire. J'attendais, autant que possible, pour fairo 
une observation sur chaque ballon, que le niveau du mercure du thermometre qui 
y etait contenu vint aflleurer exactement avec la division gravee sur la tige. Je 
notais le temps en appreciant sur la montre les fractions de minute. 

Les resultats de Texperience sont consignes dans le tableau suivant dont la pre- 
miere colonne contient les temps auxquels chaque observation a ete faite; j'ai pris 
pour originc du temps 2 heures de Tapres-midi. Les colonnes suivantes coDtiennenl 
les temperatures observees et corrigees pour le sulfate de soude et Teau; en outre, 
la temperature ambianle et lesexces de temperature pour chaque dissolution. 
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Interpretation de ces resultats. 

All moyen de ces donnees, on peut construire deux courbes qui representeront 
ies exces de temperature des ballons sur la temperature ambiante pendant toute 
la durec de rexperience, et qui pourront donner une idee de la marebe du refroi- 
dissement des deux liqueurs [PL HI, fig. 22). 

Ces deux courbes offrent des particularites fort remarquables. 

La courbe relative a Teau est une courbe parabolique qui indique une marche 
reguliere dans le refroidissement du liquide. 

II n'en est plus de meme pour la courbe du sulfate de sonde, qui, apres s'etre 
inclinee progressivement en suivant une marche analogue a celle de Teau jusqu*a 
ce que Texces commun soit de i",9, se releve brusquement jusqu*a un maximum 
correspondant a 2*^,5, pour s'abaisser ensuite progressivement jusqu'a zero. Or 
I'ohservation m'a montre que cette difference dans la marche du refroidissement 
i'orrespondait a un depot de cristaux au sein de la liqueur, qui devait necessaire- 
menl occasionner un degagement de chaleur, venant compenser Ies pertes par 
refroidissement. Cette formation des cristaux a dure assez longtemps, et c'est ce 
qui explique comment la temperature du ballon a sulfate de sonde est restee supe- 
rieure a la temperature du ballon a eau. Mais apres dix-huit heures, le ballon a 
sulfate de sonde etait revenu k la temperature ambiante; le meme effet se serait 
produit apres un temps beaucoup moins long, comme mes observations faites dans 
la premiere experience de ce chapitre le demontrent, s'il n'y avait pas en compli- 
cation du phenomene par suite de la production de cristaux de I'hydrate a 7 equi- 
valents d'eau. Cette experience, suffisamment precise pour atteindre le but que je 
m'etais propose, me parait offrir toutes Ies garanties desirables; elle montre bien 
qu'il n'y a rien de mysterieux dans la marche du refroidissement de la solution 
sursaturee de sulfate de sonde soumise on non a rinfluence de la pression atmo- 
spherique; et que, en operant dans des conditions convenables, cette solution peut 
revenir tres-exactement a la temperature ambiante dans un temps qui ne differe 
pas beaucoup de celui que met I'eau dans Ies memes circonstances, surtout si Ton 
opere en evitant la production de cristaux du sel SO', NaO -h 7HO. 

Remarque . 

L'inspeclion des deux CQurbcs du refroidissement de I'cau el du sulfate de soude monirc 
(ju'elles sont d'abord a pen pres paralleles, ce qui doit arriver d'apres Ies observations de 
Dulong el Pelil sur le refroidissemeni. Mais, pour un exces d'environ 12 degres, la courbe 
du sulfale de soude vient couper la courbe de Tcau, puis resie en dessous jusque vers un 
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exces de 2 degres, et remonte a partir de ce point pour rester constammcnt au-dessus de 
la courbe de I'eau. II semble done que la vitesse de rcfroidissement, plus grande d'abord 
pour le sulfate de soude, devienne ensuite plus petite que celle de Teau. Si ces resultats 
ne tiennenl pas h I'lmperfection du proced^ employe, ce qui est probable, en raison de 
la marche reguliere des deux courbes, lis indiqueraienl un changement dans la nature com- 
plexe de la liqueur, dd tres-probablement a la naissance de Thydrate h 7 Equivalents d'eau, 
qui commencerait a se former lorsque Fexces de temperature approcherait de 12 degres. 
11 doit y avoir 1^, au sein du liquide, un travail moleculaire qui, dc^gageant de la chalcur, 
change la marche du refroidissement de la solution saline. Je me propose d'Etudier cette 
question de mecanique moleculaire en soumettant au refroidissement les solutions de sul- 
fate de soude et de differents sels dans des conditions qui permettent d'eviter toute cause 
d'erreur^ II me suffira d'employer un appareil analogue a celui de Dulong et Petit, ou de 
Desains et de la Provostaye, et d'observer le refroidissement de quantites rigoureusement 
egales d'eau et de solutions salines dans le vide et dans une enceinte maintenue a zEro, 
pour decider la question et pour Eviter les incertitudes qui pesent naturellement sur I'ex- 
perience que je viens de rapporter et qui n'avait pour but que la refutation des resultats 
signalEs par H. Terrell. 

Troisieme experience (8 Janvier 1861). 

Le ballon qui m'a servi dans Texperience precedente a etudier la marche du 
refroidissement, contenant k Tinterieur le thermometre dont le zero estau o degre, 
est suspendu a Fair libre dans la cour du laboratoire, la temperature exterieure 
etant de 8 degres au-dessous de zero au commencement de Texperience (3**, 35" du 
soir). II ne peut y avoir ici d'autre influence que celle resultant de la temperature, 
puisque Tappareil est completemeut clos et qu'il renferme de I'air sous la pression 
atmospherique, mais de Tair prealablement calcine. 

Les resultats de Texperienee sont consignes dans le tableau suivant : 
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A rorigine, 11 y a dans le ballon des cristauz transparents de SO*,Na Oh- 7HO. 
On aper^oit de petits mamelons blanca en forme de choux-fleura sur lea 
parois. 

Id. ftTec angmentatioa. 
Id. 
Lea crlfttanx opaques, en cbonx-flenri , sont venua k la surface du liqoide. 
On agite de temps en temps. Les cristaux du fond sont blancs, trans- 
parents, n'angmentent pas. 
De petits cristaux (Faspect fkrineax app«raissent k la surface des cristaux 
transparents du fond, a 7 equivalents d'eau. 
Id. 
Id. 

Des cristaux en ar(piines se forment sur les cristaux du fond tonjours 
transparents. 

On distingue ncttement une portion do liquids limpide entre la surfaea 
et le fond, la surface est rccouvcrte de choux-fleurs. 

II n*y a plus de liquide, on voit des cristaux transparents au fond et une 
masse opaque au-dessus, mais il n'y a pas solidification, ce qu'indique 
la transparence des cristaux. 

Le lendemain matin, c'est-&-dire seize heurcs apr^s le commencement 
de Texperienoe, la temperature du ballon est de —13 degres; la tem- 
perature dans la nuit est dcscendue k — 18 degres; la sursaturation a 
cesed, car les cristaux k 7 Equivalents d'can ont perdu leur transparence. 



Remarque. 

Ces r^sultats, traduits par la courbe {PI, III, fig. 23)> conflrment pleinement ceux que 
Loewel a trouves dans des circonstances ftnalogaes(i),en operant avec des tubes scell^s pri- 
ves d'air. La presence ou I'absence de Fair ne change done rien aux ph^nomenes observes. 

Gelle courbe represenle la marche du ihermomelre du ballon et non plus ses exces de 
temperature sur la temperature ext^rieure, comme dans la courbe (PL III, Jig. 22). J'ai dA 
me borner a cette indication, attendu que la temperature ambiante ne pouvait etre consi- 
derec comme constante pendant la duree de Texperience. 

Quatrieme experience. 

Un ballon analogue au precedent, contenant une solution de sulfate de soude 
sursaturee, de Tair calcine, un thermometre, a ete expose a Fair froid, mais sa 
temperature n'est point desceddue plus bas que 4^5 degres au-dessous*de zero. 
II s'est forme, comme dans ia troisieme experience de ce Chapitre, d'abord des 
cristaux en mamelon au-dessus des cristaux transparents a 7 equivalents d'eau ; 
Tappareil ayant ete rentre au laboratoire, les cristaux en mamelon se sont redis- 



(i) Annates de Chimie et de Physique, 3" s^rie, I. XXIX, p. 72. 
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SOUS et les cristaux k 7 Equivalents d'eau sont restes limpidcs, ce qui indiquait 
que la liqueur Etait sursaturee. C'est la deuxieme partie de Texperience cit^e de 
Lcewel que je r^petai en presence de I'air calcinE. Je plaQai cnsuite le ballon dans 
un melange refrigerant; la temperature du thermometre interieur s'abaissa rapide- 
ment jusqu'k 8 degr^s au-dessous de z^ro, puis tout a coup elle remonta. La masse 
etait solidifiee au-dessus des cristaux k 7 Equivalents d'eau devenus opaques. Le 
ballon avait etE constamment agite dans le melange, et il y eut toujours du liquide 
jusqu'au moment ou se fit la solidification. 

dnquiime experience. 

Dans le but de determiner avec plus de precision le point de solidification de la 
solution sursatur6e de sulfate de soude, j'operai sur une quantite de liquide beau- 
coup plus minime, de maniere h pouvoir mieux repartir la chaleur dans la masse 
de liquide et de cristaux pen conductrice du calorique. A cet effet, je me servis 
d'un tube [PL 11^ fig. 4). au lieu d'un ballon, contenant toujours, comma dans 
les experiences precedentes, du sulfate de soude en solution sursaturee, de I'air 
calcine et un thermometre. Quelques cristaux de sel k 7 equivalents d'eau s'etaieiit 
formes en A. L'appareil fut place dans un melange refrigerant seulement jus- 
qu'en B, de maniere a pouvoir observer le liquide un peu au-dessus de la surface 
du melange. La temperature s'abaissa tres-vite et progressivement jusqu*a 8 degres 
au-dessous de zero, puis tout a coup elle remonta jusqu'a + 3 degres, et je vis en 
meme temps la cristallisation se propager rapidement dans la colonne de liquide R(] 
que j'avais menagee au-dessus du melange refrigerant. 

J'attache peu d'importance k I'elevation de temperature du thermometre dans 
ces experiences; elle n'est jamais fixe et depend de la masse sur laquelle on opere 
ainsi que de la temperature du melange. II n'en est plus de meme de la tempe- 
rature a laquelle la solidification a lieu, qui est toujours exactement de 8 degrEs 
au-dessous de zEro. 

Conclusions deduites des experiences du Chapitre III. 



w 



I. La solidification d'une solution sursaturEe de sulfate de soude se produitsi si 
temperature s*abaisse exactement a 8 degres au-dessous de zero, en presence ou 
en Tabsence de Pair; les cristaux formes ne se dissolvent plus si on les amfene a 
la temperature ordinaire de 1 2 ou i5 degres. 

n. Si le refroidissement est tres-lent, la liqueur pent deposer d'abord des cris- 
taux transparents de sel a 7 equivalents d'eau , la temperature etant maintenue 
au-dessus de zero. Si la temperature s'abaisse toujours lentement au-dessous de 
zero, il se forme un autre hydrate qui cristallise difficilement en forme de choux- 

3o. 
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fleurs et dont la quantite maximum se produit vers 4 degres au-dessous de zero« Si 
Ton ne descend pas au-dessous de cette temperature, le liquide reste sursature, et 
ce second hydrate pent se redissoudre si la temperature est superieure k o degre. 
Mais que le refroidissement soit lent ou rapide, qu'il ait lieu avec ou sans agitation, 
en presence ou en Tabsence de I'air calcine, toujours la sursaturation cessera 
lorsque la masse aura atteint 8 degres au-dessous de zero (i). 

III. Apres un temps variable, suivant qu'il y a ou non cristallisation de Thydrate 
a 7 equivalents d*eau, la solution sursaturee de sulfate de sonde faite k chaud revient 
a la temperature ordinaire, apres un temps qui n'est jamais excessivement long. 

IV. La vitesse de refroidissement d'une solution sursaturee de sulfate de soude 
pent etre differente de celle de Teau, mais cette difference tient k des actions 
nioleculaires qu'il est facile d'interpreter. Elle depend de la quantite de sulfate a 
7 equivalents d'eau qui pent se deposer. 



CHAPITRE IV. 

INFLUENCE DU CONTACT DES CORPS SfIR LA SURSATURATION. 



En parcourant les differents Memoires qui ont ete ecrits sur ce sujet, on est 
frappe des contradictions qui existent entre les divers auteurs, et souvent meme 
entre les assertions du meme auteur. Aussi, en presence de cette confusion g^n^rale 
et du desaccord de ses propres experiences, M. Schr5der {2) ne pent s'empecher 
(le tirer cette conclusion, la seule qu'une saine logique permettait de deduire : 

€ C'est toujours une affaire de hasard si une parcelle d'une substance donnee 
provoque ou non la cristallisation des solutions sursaturees, et la seule regie ge- 
nerale qu'on puisse tirer de ces experiences, c'est que toutes les substances si 
diverses qui ont ete essayees sont sans action si leur surface n'a pas ete exposee 
pendant quelque temps au contact de I'air. > M. Schroder est parfaitement dans 
le vrai, car on ne pent tirer de conclusion de toutes les experiences qui ont et6 
faites, qu'autant qu'elles ont fourni des resultats negatifs. Cela tient a ce que dans 
tons ces essais on n'a point jusqu'a present elimine completement TinQuence de 
I'air commun qui pent apporter des elements de complication. II est impossible de 
dire, lorsque la cristallisation a lieu, si elle a ete determinee par le corps lui-meme 
ou par Tair log^ dans les pores ou dans les anfractuosites de la substance; d'autre 

(i) Les choses se passent tout difTeremment avec le sulfate de magn^ie et ralun, qui peuvent £tre anie- 
nt jusqu*^ — 10 degres sans que la sursaturation cesse. 

(2) Annalen der Chemie und Pharmacie^ t. CIX , iSSg, p. 35, § a3. 
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part, on sail que la plus petite quantite d'air suffit quelquefois pour provoquer la 
cristallisation; tantot, au contraire, on voit des liqueurs rester sursaturees en 
presence de volumes considerables d'air ordinaire. Je possede des ballons qui, 
depuis i860, contiennent des solutions sursaturees de sulfate de sonde en presence 
d'air qui n'a subi oi calcination ni tamisage au moment oil il a ete introduit. Je 
reviendrai plus loin sur ce sujet; je prie le lecteur de vouloir bien admettre le fait 
pour le moment. 

Les experiences que je vais rapporter ont ete dirigees dans le but de me sous- 
traire completement aux causes d'erreur non evitees jusqu'ici dans les methodes 
experimentales employees par differents savants. 

J'examinerai successivement Tinfluence des gaz, I'influence des liquides, puis 
Tinfluence des solides sur les solutions sursaturees dc sulfate de sonde. 

§ I. — Influence des gaz. 

Je ne m*occuperai point ici de Tair commun, dont Taction sera examinee plus 
loin en detail, mais je ferai rentrer dans cette etude tons les principes gazeux, 
oxygene, azote, acide carbonique, etc., qui sont ou peuvent etre contenus dans 
Tair. 

J. Gaz PRi6PAti£s a phoid. 

Je place dans un flacon de Woolff a trois tubulures {PL H.fig* 5) les substances 
qui, par leur reaction, doivent donner naissance au gaz que je veux obtenir. A 
Tune des tubulures du flacon est adaptee, au moyen d'un bouchon en caout- 
chouc, Textremite recourbee du col etroit d'un ballon contenant une solution sur- 
saturee de sulfate de sonde dans le vide. La pointc recourbee a ete rayee k la lime, 
puis lav6e a Teau distillee et chauffee k la lampe k esprit-de-vin avant d'etre in- 
troduite dans le bouchon en caoutchouc de la tubulure A. Les deux autres tubu- 
lures portent, engages dans des bouchons en caoutchouc, un tube a entonnoir et 
un tube abducteur qui plonge dans Teau. Je laisse degager le gazpendantun temps 
assez long pour que tout Tair de Tappareil soit elimine. Quand je juge que Tope- 
ration a marche sufiisamment longtemps, je casse en A la pointe de Textrcmite 
recourbee du col du ballon, en appuyant k faux cette pointe contre la paroi du 
flacon et en ayant soin que le degagement du gaz soit assez fort en ce moment. Le 
gaz rentre alors brusquement dans le ballon vide d'air. 

Les gaz sur lesquels j*ai experiment^ sont : Thydrogene, Tacide carbonique, 
Thydrogfene sulfure, le bioxyde d'azote. Aucun d'eux n'a determine la cristalli- 
sation, meme longtemps apres qu'on les eut separes de Tappareil en coupant le 
col du ballon par un jet de flamme en 6. 
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Remarques, 

L'hydt'ogene sulfure a forme un leger precipite de sulfure metallique provenant des im- 
puret^s du sulfate. 

Le bioxyde d'azote a produit une vapeur rouge en rentrant dans le ballon; il y avail done 
un peu d'air; le vide n'^taitpas parfait. 

Malgre cela les liqueurs soni reslees sursalurees. 

■ 

B. GaZ PRfiPARtS A GHAUD. 

Le gaz 6ur lequel je voulais experimenter etait recueilli dans un flacon de i k 
i litres, que je fermais avec un bouchon en caoutchouc, dans lequel passait la 
partie recourbee du col d'un ballon contenant une solution sursaturee de sulfate 
de sonde dans le vide [PL II, fig. 6). Apres plusieurs heures, le gaz etant re- 
venu a la temperature ordinaire, je cassais la pointe du ballon en I'appuyant a 
faux contre le goulot du flacon pour introduire le gaz dans le ballon vide d*air. 

Les gaz sur lesquels j'ai experiment^ sont : Toxygene, I'azote prepare par le 
procede de M. H. Deville, consistant a absorber I'air par le protoxyde de manga- 
nese ; le protocarbure d'hydrogcne, le bicarbure d'hydrogfene, le gaz de Teclai- 
rage. Aucun d'eux n'a determine la cristallisation, meme apres plusieurs mois. 

Le gaz de I'eclairage offre un certain interet en raison des circonstances de sa 
preparation en grand, des diverses manipulations qu'il a subies, et des frotte- 
ments rapides et lents qu'il a du eprouver en passant a travers les epurateurs, les 
compteurs, les tuyaux d'une grande ville. II ne provoque point la cristallisation 
plus que les autres. Pour s'en convaincre, on n'a qu'a engager le col droit d'un 
ballon de sulfate de soude dans un des nombreux tuyaux a gaz d'un laboratoire et 
a appuyer a faux, de maniere a casser la pointe du col dans le caoutchouc. II n'y 
aura point de cristallisation. 

C. Gaz TRtS-SOLUBLES. 

Le ballon dans lequel le gaz se produit {Pi, II, fig. 7) porte un bouchon en 
caoutchouc traverse par Textremite recourbee du col d'un ballon ^ sulfate de soude 
vide d'air, et en outre par un tube abducteur recourb^ de 90 centimetres de lon- 
gueur plongeant dans une petite cuve ^ mercure. On fait degager le gaz pendant 
un certain temps, et lorsqu'on est sur que tout I'air est chasse, ce qui arrive 
lorsque I'absorption du gaz par I'eau est complete, on casse la pointe effil^e du 
col du ballon en appuyant a faux contre la paroi, et le gaz rentre rapidement dans 
le ballon vide d'air, en meme lemps qu'il est absorbe par le liquide, ce que Ton 
reconnait a I'ascension du mercure dans le tube abducteur. On continue kproduire 
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le gaz jusqa'a ce que le liquide en soil bien sature, et on met fin a Texperience 
en detacbant le ballon par un jet de Qamme sur le col. 

Les gaz sur lesquels j'ai opere sont : le gaz ammoniac, le gaz acide chlorhydri- 
que, tous deux fort solubles et de propriet6s tres-differentes. Ni Tun ni Tautre n'a 
produit de cristallisation subite. 

Le gaz ammoniac a occasionne un leger precipite floconneux, provenant tres- 
probablement d'un pen d'alumine, et le gaz cblorhydrique a produit une tres- 
legere effervescence, due k un pen de carbonate de sonde contenu accidentellement 
dans le sulfate employe. 

Apres plnsieurs jours, les baltons et^nt restes limpides, je brisai la pointe et 
j*amenai le liquide au contact de Tair : la solution se prit en masse comme k I'or- 
dinaire. La presence d*une grande quantite de gaz soluble n'avait done pas fait 
changer Tetat de sursaturation. 

Conclusions deduites des experiences du %\ da Chapitre IV. 

De ces experiences nombreuses, on peut conclure par induction, contrairement 
a Taffirmation de Gay-Lussac dans son Memoire sur I'influence de la pression de 
Tair sur la cristallisation des sels (i), qu'aucun gaz, en tant que gaz, ne deter- 
mine la cristallisation subite des solutions sursaturees de sulfate de sonde. Cela est 
vrai aussi bien pour les gaz prepares k froid, tels que Tbydrogene, Tacide carbo- 
nique, Tbydrogene sulfure, le bioxyde d'azote,que pour les gaz prepares a chaud, 
tels que Toxygene, I'azote, le protoxyde d'azote, les carbures d'hydrogene, aussi 
bien pour les gaz tres-solubles que pour ceux qui le sont fort pen, aussi bien pour 
les gaz acides que pour rammoniaque, gaz alcalin. Cela est vrai ^galement pour 
des gaz prepares depuis longtemps, comme le gaz de Teclairage, qui a di^ subir 
toutes sortes de frottements dans le trajet qu'il a eu k parcourir. 

Les resultats contrakes cit^s par Gay-Lussac et par d'autres proviennent sans 
nul doute d'un mode vicieux d'experimentation, qui a du permettre la rentree 
de Fair commun on de corps etrangers. 

§ II. — Influence des liquides. 

A. LiQCIBES GHAUFFfiS PUIS KEPKOIBIS EN PE£8ENCE DE L^Alft GALGINt. 

Pour etudier I'influence des liquides cbauffes k Tebullition, puis refroidis jus- 
qu'a la temperature ordinaire, j'ai pris les dispositions suivantes : 

— — — ^-^ — — ■ — ■— M^ ■— n — - -| I ■ - - ■ ■ ■ ■ I ■ 

(i) Annales de Chimie et de Physique , i** s^rie, t. LXXXVU, p. aiS. — Memoires de Chimie et de 
Physique de la Societe d'Jrcueil, t. Ill, p. i83. 
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Le ballon a sulfate de soude A {PL II, fig. 8), dont le col B est recourbe, vien 
s'engager dans un tube en caoutchouc CE» que Ton pent serrer tres-fortement 
au moyen d'un compresseur metallique a vis Dl. Le caoutchouc communique avec 
un tube a pointe effilee EF. Le caoutchouc est fortement serr6 par des liens au. 
tour du tube. Le tube EF passe dans un bouchon en caoutchouc M qui s'adaptera 
bientot a la tubulure d'une cornue contenant le liquide sur lequel on veut experi- 
menter; la cornue communique avec un ballon condenseur G, par I'intermediaire 
d*un bouchon en caoutchouc, et le ballon condenseur communique lui-meme avec 
un appareil K pouvant fournir de Tair calcine. 

Les choses etant ainsi disposees, on porte le liquide du ballon A a r^bullition, 
en meme temps que le liquide F de la cornue, et on engage la pointe EF dans la 
cornue, en serrant le bouchon M, sans que le liquide A cesse de bouillir. On 
maintient TebuUition pendant quelque temps, puis on serre le compresseur ID, le 
liquide F etant toujours en ebullition , mais le feu ayant ete eloigne du ballon A 
en ce moment. Au bout d'un certain temps, on laisse rentrer Tair calcine dans les 
vaisseaux, et quand tout est revenu a la temperature ordinaire, on ferme Tappa- 
reil au moyen d'un jet de flamme applique en H. 

Lorsqu'apres deux, troiset meme huit jours on veut proceder a Texperience, on 
desserre l^gerement le compresseur ID; comme le ballon A est vide d'air, le liquide 
de la cornue F y rentre; on en laisse arriver quelques gouttes en A, on agite, on 
resserre le compresseur pour laisser rentrer de nouveau du liquide en plus ou moins 
grande quantite, et quand Texperience est terminee, on detache le ballon enB par 
un jet de Qamme. 

J'ai opere sur les liquides suivants : alcool ordinaire a 90 degres de ralcoometre» 
alcool amylique, ether, huile d'olive,et j'ai pu constater qu'aucun de ces liquides, 
chauffe d'abord, puis refroidi avec les precautions que j'ai indiquees, ne fait cris- 
talliser en masse les solutions sursaturees. 

J'ai pu verifier par ce procede un resultat annonce par Loewel (1) dans son pre- 
mier Memoire, et qui lui a permis d'obtenir I'hydrate a 7 equivalents d'eau. En 
laissant rentrer de I'alcool froid lentement, de maniere a le maintenir a la surface 
du liquide du ballon, on voit naitre, au bout d'un quart d'heure, de petits cristaux 
en lamelles a la surface de separation des deux liquides; ces cristaux augmentent 
peu a pen et finissent par former une couche assez epaisse. La cristallisation mar- 
che lentement par I'hydratation de I'alcool, mais elle ne ressemble en rien a la 
cristallisation rapide qui fait cesser la sursaturation. II s'est forme tr^s-probable- 
ment I'hydrate a 7 equivalents d'eau indique par Loewel. 

Si on laisse rentrer une quantite considerable d'alcool et d'une maniere tumul- 

(1) Annales de Chiniie et de Physique^ 3* S^rie, t. XXIX, p. iiGj et t. XXXIO, p. 534 
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tueusc, le liquide semble se prendre en masse, par suite de la production des cris« 
taux a 7 equivalents d'eau sur tons les points. 

L'ether et Talcool amylique semblent se comporter comme Talcool ordinaire, 
mais cependant avec moins d'energie. 

B. LiQUIDES FROIDS E1P0S£S A l'aIR. 

Je me sers d*un ballon dispose absolument comme le ballon A des experiences 
precedentes, a col recourbe, muni de son caoutchouc, de son compresseur et de 
son tube en verre termine en pointe. Seulement, quand Tebullition est sur le point 
d'etre terminee, je plonge la pointe F dans le liquide froid soumis a Texperience, 
el je fais degager quelques bulles de vapeur; puis je ferme le compresseur et 
j'abandonne Fappareil au refroidissement, le liquide etant expose a Tair par sa 
surface. Le lendemain, par exemple, je desserre legerement le compresseur et je 
laisse rentrer peu a pen le liquide poussc dans le ballon vide d'air par la pression 
atmospherique. 

Les liquides sur lesquels j'ai opere sont : I'eau distillee, Teau de puits, Teau 
de pluie recueillie sur les toits, Talcool ordinaire (a 90 degres de Talcoomfetre), 
Talcool amylique, Thuile d'olive. Ces liquides determinent la cristallisation en 
masse, souvent au bout de tres-peu de temps, excepte I'eau sous toutes ses varietes, 
et cependant I'eau des toits contient des substances tres-complexes, des corpuscules 
organiques, des matiferes terreuses, du charbon tres-divise, etc. 

On sait du reste que la couche d'huile que Ton place souvent k la surface des 
vases dans lesqdels on veut preparer une experience de solidification de sulfate de 
sonde ne preserve pas longtemps ces liquides; souvent, du jourau lendemain, les 
solutions sont prises si les vases sont restes ouverts au contact de I'air, 



§ III. — Influence des solides. 

A* MfiTHODB GfNfiRALE. 

t 

Depuis la publication d'un extrait de ce travail, qui a ete faite en i860, dans les 
Mimobres de la Socidte des Sciences, Agriculture et Arts de LUkf j'ai fait construire 
un appareil plus complet, plus commode et plus sur que celui que j'avais employe 
dans mesT premieres experiences, d'aprfes le modele de celui qui a seni i M. Pas- 
teur dans son travail sur les corpuscules organises de Tatmosphfere (i). J'ai repris 
toutes mes experiences dans ces nouvelles conditions, et je vais indiquer les re- 



(i) Annates de Chimie et de FhysiqivCy V s^rie, t. LXIV.— Annates des Sciences nafurettes (Zootogie)y 
V s^rie, t. XVI. 

Annates icientifiques de FEcole Normale supirieure^ Tome III. cil 
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sultats auxquels je suis arriv^. Mais comme j'ai apporte a eet appareil qnelques mo- 
difications qui rendent son emploi plus avantageux pour Tobjet de mes recherches, 
je crois devoir le decrire d'abord dans ses dispositions les plus generales. 

Description de V appareil a projection. 

Un tube en platine AB {PL II, Jig. g) 9 contenant a Tinterieur une spirale en 
platine, peut etre maintenu au rouge par le petit calorifere a gaz C; en D se trouve 
une plaque en terre cuitequi sertd'ecran, et autour de Textremite 6 du tube en 
platine se trouve enroule un echeveau de coton sur lequel on fait arriver constam- 
irient un filet d'eau. Le tube en platine est en communication, au moyen d'un 
caoutchouc, avec un tube en U, figure en E, ayant i metre environ de devcloppe- 
ment et qui contient de la pierre ponce impregnee d'acide sulfurique, ou d'eau, 
suivant que Ton veut operer dans de I'air sec ou dans de I'air sature d'humidite. 
La colonne de pierre ponce a 80 centimetres de longueur, et le tube |>longe con- 
stamment dans une grande eprouvette remplie d'eau froide ; on est bien sur que 
Pair qui rentrera a travers le tube de platine incandescent reprendra la tempera- 
ture ambiante apres son passage sur une colonne de pierre ponce qui n'a pas moins 
de 80 centimetres de longueur. 

A la suite de ce tube se trouve une pifece en'cuivre a trois robinets, R,R',R", qui 
permet, soit de faire le vide a Faide de la machine pneumatique W, dans la partie 
gauche ou dans la partie droite de Tappareil, soit de n'y laisser rentrer que de 
Tair calcine. Entre les robinets R et R', on peut meme adapter un tube en U desse- 
chant,. designe par la lettre Y. J'ai supprime ce tube depuis que je me sers du 
grand tube E, et j'ai relie les deux pieces creuses de cuivre qui portent les robinets 
R et R' par un tube droit F mastique dans chaque piece. 

L'extremite G de la piece en cuivre est en communication avec une autre piece 
en cuivre K, a quatre branches, dont je vais faire coipprendre I'usage. 

La branche L communique avec l'extremite G par un tube en caoutchouc GHL, 
interrompu vers son milieu par un tube en U que Ton peut maintenir facilement a 
telle temperature que Ton voudra, en le faisant plonger dans un bain refroidi ou 
chauffe. C'est dans ce tube que Ton place les corps sur lesquels on veut experimenter; 
ils sont contenus dans une petite cartouche en verre que Ton introduit par la 
branche H en d^liant le tube de caoutchouc qui y est adapte. 

La branche N pr^sente une disposition analogue ; elle communique egalemeni 
par un tube en caoutchouc a un tube en U designe par P, destine a recevoir une 
petite cartouche d'essai et qui sera soumis k toutes les influences de temp6irature 
par lesquelles passera le tube L Ce tube peut communiquer avec I'exterieur par un 
tube en caoutchouc Q, ferme par un compresseur. 
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La branche communique par un caoutchouc avec un ballon X contenant la 
solution sursaturee. 

La branche M, termin^e par un tube en cuivre plus gros que le precedent, est 
fixee k un gros tube en caoutchouc ST, ferme en T par un compresseur. Ce gros 
tube en caoutchouc est destine k recevoir les fragments de tube et de verre prove- 
nant des extr^mites des cols effiles des ballons X. Quand il y en a un exces en T, 
on les enl^ye en d^bouchant le tube. Cette disposition est avantageuse en ce sens 
qu*elle permet de faire plusieurs operations sans craindre d'introduire de Pair 
rommun, ou des poussieres dans Tappareil. 

Disposition de Vappareil. 

Avant de me servir de Tappareil, toutes les pieces furent lav^es a Teau dislillee 
bouillante ; les caoutchoucs avaient ete prealablement traites a rebuUition par une 
solution de sonde caustique a 2 ou 3 degres Baume, puis laves avec soin k I'acide 
chlorhydrique faible et a Teau. Toutes les pieces furent sechees a Tetuve et trans- 
portees, pour les monter, en tournant les ouvertures en has. L'appareil etant en 
place, apres que les ouvertures exterieures furent fermees au moyen des compres- 
seurs, et apres avoir enleve a plusieurs reprises Fair de Tinterieur par des ren- 
trees successives d'air calcine, je promenai au-dessus et au-dessous de toutes les 
pieces un brasier, jusqu*a ce que leur temperature fut assez elevee pour ne plus 
pouvoir les tenir a la main. Avant de me servir definilivement de Tappareil, je fis 
plusieurs experiences a blanc pour m'assurer que tout etait en bon etat. 

Procede suivi. 

Supposons que Ton veuille etudier I'influence d'une matiere solide quelconque, 
a une temperature donnee, sur une solution sursaturee de sulfate de sonde par 
exemple. Voici comment on procede : le tube de platine etant porte au rouge et 
l'appareil rempli d'air calcin^ par les essais ^ blanc qui ont etc faits tout d'abord, 
on enlfeve le compresseur h vis qui ferme Touverture U et on introduit Texlremite 
du col du ballon, prealablement raye avec une lame d'acier tranchante, puis lave a 
Teau distillee et chauffe dans la flamme de Tesprit-de-vin, jusqu'a ce qiie Ton ne 
puisse plus la tenir k la main. On attache fortement avec un cordon le col du ballon 
au caoutchouc. 

La substance que Ton vent essayer est introduite, avec des dispositions variables 
suivant sa nature, dans de petits bouts de tubes ouverts, que je designerai sous h' 
nom de cartouches, que Ton a passes d'abord quelque temps dans la Qamme en 
les tenant par des pinces en metal egalement chaufTees. On en chauffe deux simul- 
tan^ment; on les laisse refroidir a I'abri de Fair commun, sous une cloche par 

3f. 
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exemple ou dans ua tube de verre ferm^ a uo bout; oa introduit la substance dans 
Tune des cartouches, on fait passer cetle derniere par I'ouverture H dans le tube I, 
et Ton place I'autre qui est vide dans le tube P. Si la substance peut supporter 
Taction d'une temperature assez elevee, on place les deux cartouches dans un tube 
de verre d'un petit diam^tre ferme k un bout, a quelque distance Tune de Tautre; 
on chauffe le tube et, quand il est suffisamment chaud, on introduit la cartouche 
vide dans le tube P sans la toucher et Texposer k Tair, et I'autre dans le tube I de 
la meme fagon (i). L'appareil est soigneusement referme, et Ton fait le vide a 
plusieurs reprises en laissant rentrer chaque fois de Tair calcine. Alors on ferme 
les robinets R" et R'; on casse Texlremite V du ballon en a a Tendroit oil Ton a 
fait a I'avance un trait. II se forme un vide dans les tubes par la rentree de Fair 
en X; on ouvre tres-lentement le robinet R'. Si Ton opere avec ces precautions, on 
peut m6me ouvrir brusquement ce robinet; la cristallisation n'a jamais lieu, k moins 
que le caoutchouc ne soit coupe accidentellement par le verre h). 

On fait passer le bout du tube V dans le reservoir ST, puis on agite le ballon et 
on Tabandonne quelques instants, quelques heures ou quelques jours : il n'y a 
jamais cristallisation si Top^ration a ete bien conduite. On fait passer alors la car- 
touche d'essai qui a ete placee ecrP, puis, apres quelque temps, la liqueur s'etant 
conserv^e limpide, on fait passer de la meme fagon la cartouche I contenant la sub- 
stance que Ton veut essayer. Si Ton a inter^t k conserver le ballon, on le detache 
par un jet de flamme en B. 

Ballons contenant les solutions sursataries. 

On doit apporter les plus grands soins dans la preparation des ballons qui ren- 
ferment les solutions sursaturees. Ceux dont je me suis servi avaient une capacite 
de 25o centimetres cubes environ ; leur col, legerement etire, etait soude a un 
tube de verre de i centimetre de diametre et de 5o a 60 centimetres de lon- 
gueur, lis etaient nettoyes en les plongeant dans Teau pendant vingt-quatre 
heures, puis passes a Teau distillee et s^ches au feu. L'extremite ayant ete lege- 
rement etir^e et recourb^e, j*introduisais la solution satur^ chaude, en vaporisant 
un pen d'eau distillee introduite dans le ballon et plongeant rapidement l'extremite 
dans la solution. Lorsque la pression atmospherique avait fait penetrer la solution 
chaude jusqu'a moitie environ de la capacity du ballon, je relevais le col; I'extr^ 
mite etait lavee exterieurement et interieurement a Teau distillee ; et, le ballon 
etant place surle feu, je maintenais la solution en ebullition moderee pendant assez 

(1) II serait impossible de donner tous les details pour chaque manipulalion ; on y suppl^era facilement 
d'aprto ce qui vient d'etre dit. 

(a) On peut mdme se servir de ce proc^d6 exp6ditif pour remplir au besoin les ballons d'air calcin6; on 
n'a qu'& les detacher ensuite en B ^ Taide du chalumeau. 
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longtemps, de maniere a layer les parois du col du ballon par les eaux de conden- 
sation de la vapeur. Puis, enfm, poussant le feu activement, je scellais le tube a la 
lanDpe dans la partie etranglee, leliquide etant en pleine ebullition. 

RisuUats obtenus. 

Des precautions aussi minutieuses ne sont pas toujours necessaires: mais il faut 
bien remarquer que c'est parce que je les ai prises que je suis arrive a des resul- 
tats concordants. En operant commeje viens de le dire, j'ai reconnu qu'aucune des 
substances suivantes, chauffees vers loo degres, puis refroidies a la teniperature 
ordinaire avant leur projection, substances aussi diflT^rentes que possible par leur 
structure et leur nature, n*a determine la cristallisation, meme apres avoir sejourne 
plusieurs mois dans les solutions sursatur^es. Lorsque je crus devoir mettre fin a 
I'experience, je pris soin de m'assurer que les liqueurs sur lesquelles j'avais opere 
etaient bien reellement sursaturees. Toutes cristallis^rent en masse, soit en brisant 
les cols des ballons et amenant le liquide au contact de I'air, soit en laissant tomber 
un cristal de sulfate de sonde a Tinterieur (i). 

/ Fragments de verre (2). 
CoBPs AN6ULEUX A GASSURB \ Fragments de pierre ponce. 

ftficENTB OD NON \ Brins d'amiantc. 

( Brins d'amiante avec poussi^re de Tair. 

Fer. 
Zinc. 

MfiTAUx \ ^'^"™*>'«^c- 

Platine, sous ses differentes formes. 

Mercure. 

Mercure de la cuve pris a I'int^rieur et non chaufTe. 

Sel marin. 
, Azotate de potasse. 

b£L8 SOLUBLES HTDRATfiS OU ] o ii> . j / • . ii* ^ 

< Sulfate de fer cnstallise. 
NON 1 ^ , 

Sulfate de magnesle. 

Sulfate de culvre cristallise, etc. 

Sulfate de cuivre anhydre. 
Sulfate de fer anhydre. 
r^««fl .«.«..o «»-*., e«,.^»». 1 Sulfate de sonde anhydre par calcination. 

tiORFS AYUIBB D BAU StJSCEPTI- ) w r 

BLB8 ra s*HTDRATBE \ ^"'^®^^ ^® soudc auhydrc, d6shydrai6 a 34% dans le vide sec. 

Sulfate de chaux calcine. 
Baryte calcinee. 
Chaux calcinee. 



(i) Cette precaution a 6t6 prise pour toutes les experiences que je citerai dor4navant et qui m'ont fourni 
des r^sultats ndgatifs. 

(2) n en est tombe fr^quemment dans les liqueurs en cassant le col des balions. 



q34 memojre 

! Fecule de pomme de terre. 
Amidon du ble. 

Partie exierne d'un grain d'orge. 
Parlie inlerne du inline. 
Pain. 
Ivoire v6g6lal du phytel^phas. 

Substances organiqubs ( Boi& 

Brins de colon. 

Sucre candi (bieotdt dissous dans la liqueur). 

Int^rieur d'une poire (non chauffe). 

Fragment d'os. 

Albumine secbe. 

Fibrine seche. 

Aucune de ces substances n'a determine de cristallisation en masse, ni imme- 
diatement, ni apr^s plusieurs mois. 

B. Autre m£thode plus restreinte. 

Avant de mettre en usage la methode de projection, d'un usage general, que je 
viens de decrire, j'avais eu recours, pour certains cas particuliers, a un autre pro- 
cede beaucoup plus restreint, que je crois devoir indiquer ici, parce que les resul- 
tats qu'il fournit sont a Tabri de toule objection. 

L'appareil employe {PL II, fig. lo) se compose de deux ballons A et B sondes 
par le col en C. Perpendiculairement a la direction des cols des ballons sonl 
egalement sondes, en D et en E, deux tubes de verre qui permettent de faire 
commnniquerrinterienr des ballons avec Tatmosphbre ; ces tubes sont legerement 
Strangles en G et en F. A Taide de cet appareil, j'ai pn constater facilement que 
les corps avides d'eau et susceptibles de s'hydraler, tels que les sulfates de fer, de 
cuivre, calcines, etaient bien reellementsans influence sur la sursaturation, et voici 
cpmment : par le tube GE, j'introduisis dans le ballon B une solution concentr^e 
de sulfate de soude, et par le tube FD une solution egalement concentree de sulfate 
de cuivre ou de sulfate de fer; je portai les deux ballons a Tebullition, de manifere a 
chasser tout Tair ; puis, au bout d'un certain temps, je scellai a la lampe le tube DF 
en F; je maintins Tebullition en mod^rant le feu sous le ballon B, puis, continuant 
de chauffer le ballon A, je deshydratai compl^tement le sel qu'il renfermait; quand 
cette operation fut terminee, je scellai le tube EGenG, et j'abandonnai Tappareil a 
lui-meme pendant quelque temps; apres plusieurs jours, je transvasai peu k peu le 
sulfate de soude du ballon B dans le ballon A, en inelinant doucement et agitant 
de maniere a detacher le sel deshydrate et a eviter toute elevation de temperature 
sensible dans la liqueur. 

Je vis, au bout de quelque temps, le sulfal0 d^ cuivre prendre une teinte bleuatre 
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qui se communiqaa au liquide. Dans un autre appareil, le sulfate ferreux anhydre, 
qui est d*un blanc gris, prenait une teinie d'an vert sale. II y avail done bien hychra- 
tation lente des deux sels. Pendant quatre jours, k di(Ti6rentes reprises, j'agitai les 
liqueurs; il n*y eut point de cristallisation, meme apres plusieurs mois et meme 
plusieurs annees. L'hydratation est excessivement lente; les liquides et les pondres 
qui y sont en suspension conservent la meme teinte pendant longtemps. 

Le meme appareil m'avait servi a demontrer le peu de fondement de cette autre 
assertion de M. Terreil ( i ) : c Tous les corps solubles dans les liqueurs sursaiurees 
y determinent la cristatlisation lorsqu'on les y jette. > Du sulfate de sonde en so- 
lution fut introduit dans le ballon B, ainsi que da sulfate ferreux ou du sulfate de 
euivre dans le ballon A, comme il a eie dit plcus haut. Je portai k Tebullition eije 
seellai a la lampe les deux tubes F et G successivement, mais sans dessecher les 
sels de fer el de euivre. Le lendemain, une abondante cristallisation de sulfate fer- 
reux se trouva dans le ballon A,.et egalement une cristallisation de sulfate de euivre 
dans le ballon A d'un appareil semblable au precedent, au-dessous d'une eau mere 
fort peu abondante de sulfate de fer et de sulfate de euivre. Les liqueurs restant 
limpides par Tagitation, et toute stcie ayani disparu, le sulfate de soude sursatur^ 
fut mis ea contact avec chacun des sels, apres avoir decante d'abord dans le bal- 
lon B les petites quantites d'eaux meres des ballons A. Les deux sulfates ne tarde- 
rent pas a se dissoudre en partie, etcependaat la liqueur ne cristallisa point comme 
Tavait annonce M. Terreil. 

II faut, du reste, proceder avec la plus grande circonspection dans toutes les 
experiences de ce genre. Souvent des ballons mal prepares se prennent au bout 
de quelque temps, lorsque le liquide est amene en contact avec quelque point 
de leur paroi, et Ton est expose k attribuer a un corps etranger un effet qui 
n*est du qu'a une mauvaise (fisposition de I'experience. J'ai vu cependant des 
liquides de ballons bien prepares se prendre au bout de quelques jours; mais 
en examinant attentivement le point d'oii semblait partir la cristallisation, je 
finisaais par reconnaitre une petite fissure en cet endroil; le liquide avait done 
pu s*infiltrer par capHlarite et venir cristalliser au dehors > et la cristallisation se 
propager a Tinterieur. D'autre fois, c'etait la pointe trop fine du tube, k Tendroit 
du scellement, qui s'etait cassee, et la rentree de Tair avait pu determiner la cristal- 
lisatioB* 

Cest pour ces motifs qu*il fautproscrired*unemaniere absolue tous les bouchons 
en liege dans ces series d'experiences, ou meme le^ tampons en colon comme les 
employait M. Schroder; ils ne preservent que pendant un temps variable les li- 
queurs sursaturees, comme il le dit lui-meme, lorsqu'il admetque h/orce induc^ 

— - ■--■-- . - . -■ .. ■ ■ ■ ■- . - .^^^— . 

(i) Comptes rendus, ^i septembre i860. 
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tii^e de I'air n'est jamais nulle; il aurait du ajouter :\9L/orce inductive n'est jamais 
Quile lorsqueles ballons ne sont pasbien boucbes; elle I'esttoujours, au contraire, 
quand ils sont bien prepares et scell^s k la lampe. 

C. EXAMEN SPECIAL BE l'iNFLCENGE DE LA GLACE A ZfiRO 8UR LES SOLUTIONS SURSATURfiES 

DB SULFATE DE 80UDE. 

M. Terreil a egalemcDt annonce k rAcademie ( i ) que c un petit morceau de glace 
a zero, introdmt dans une solution sursaturSe de sulfate de soude, fait cristalliser 
immediatement. > Comme M. Terreil n'a point decritson mode d'op^ration^et qu*il 
n'a point indique s'il avait evite d'introduire de Tair orilinaire avec la glace, ]*6tais 
en droit de douter de I'exaetitude de ce resultat; pour resoudre la question je 
disposai une experience dans laquelle je produisais la glace dans Tappareil meme. 

Dans un ballon a col recourbe et large de 12 millimetres environ (P/. ///, fig. 11), 
j'avais introduit une solution de sulfate de soude de concentration moyenne, et 
j'avais scelle I'extremite A au cbalumeau, apres que tout Tair eut et^ cbasse de 
Tappareil par TebuUition. J'avais choisi une liqueur assez etendue pour qu'il ne 
s'y format point de cristaux de sel a 7 equivalents d'eau par refroidissement. 

Le ballon B fut completement immerge dans un bain-marie (a) D chaufT^ vers 
80 a 60 degreSy tandis que la brancbe AC fut maintenue dans I'eau froide. Je vis 
bientot apparaitre une coucbe de liquide en A; quand elle atteignit 7 a 8 centimetres, 
je redressai le col du ballon apres avoir enleve celui-ci du bain-marie et Tavoir 
laisse refroidir quelque temps en le plongeant dans Teau. Cette operation fut r^ 
petee sept a buit fois, de manifere k bien laver tout Tint^rieur de la brancbe AC, et 
a entrainer la moindre parcelle de sulfate de soude qui aurait pu Stre projetee 
. pendant la premiere ebullition. La vapeur fut condensee une demiere fois, de ma- 
niere a produire seuleraent quelques centimetres, cubes d'eau distill^e en A, puis 
Tappareil fut abandonne a lui-*meme pendant plusieurs jours, de maniere k m'assurer 
que la sursaturation persistait. Alors je fis congeler Teau reunie en A, en introdui- 
sant la brancbe AC dans un melange de glace et de sel, en ayant soin, pour ^viter 
la rupture du tube, de determiner la congelation lentement par le bas. La glace fut 
ensuite detachee en cbauffant legerement I'extremite A, de maniere k obtenir un 
peu de liquide; puis la brancbe AC fut placee dans de la glace fondante pendant 



(i) Comptes rendus, 24 septembre i860. 

(2) 11 faut bien se garder de chauffer ^ feu ni| le ballon B, mdme lorsque la brancbe A est entourfe de 
glace. En operant ainsi j'ai failli dtre victiroe d'une explosion excessivement forte qui a Utl6ralement pul« 
v^ris^ tout Tappareil; ccpendant ce mdine ballon avait r^sist^ d^j4 k un grand nombre d*op^rations de ce 
genre. Cette explosion est analogue a celies qui ont ^t6 observe par M. Donny dans son travail sur la 
cohesion des liquides. 
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trois ou quatre heures, afin d'Mre sAr que la glace formee dans le lube a basse tem- 
perature etait bien reellenient revenue k zero. Enfin, apres avoir verse dans le ballon 
le peu d'eau formee et avoir agit6 pour rendre la masse homogene, je fis tomber le 
morceau de glace, qui pesait au moins 2 grammes, en le promenant a la surface 
du liquide sursature, II ne tarda point k disparaitre en se liquefiant et sans pro- 
voquer de cristallisation. La meme experience repetee plusieurs fois dans ces 
memes conditions donna toujours les memes resultats. Ainsi, la glace ne fait point 
cristalliser la solution sursaturee de sulfate de sonde, en tant que glace. 

J'ajoute cette restriction, parce que si Ton s'ecarte des conditions que je viens 
de rapporter, on pent k volonte faire ou ne pas faire cristalliser la solution. Si, par 
exemple, on ne prend pas la precaution de laver la branebe AC k plusieurs re- 
prises, il est possible qu'un peu de sulfate de sonde entraine en A fournisse, dans 
la glace ou a cote, par suite du froid produit par le melange refrigerant, un petit 
cristal de sel ordinaire; alors ce n*est plus seulement de la glace que Ton projette, 
et rien d*etonnant a ce que la cristallisation ait lieu. Le meme effet pourrait se 
manifester encore, bien qu*on eut lav^ sufiisamment le tube, si Ton ne mainte- 
nait pas a zero pendant longtemps la glace formee, et si le morceau projete etait 
tres-gros; car la glace refroidie au-dessous de zero par le melange refrigerant 
pourrait, en se dissolvant, abaisser la temperature de la dissolution au point de la 
faire prendre en masse; on sait qu'il suffit d*un froid de 8 degres au-dessous de zero 
en un seul point de la liqueur pour determiner immediatement sa solidification. 

Le meme appareil pent servir indefiniment, quand bien meme le liquide aurait 
cristallise; il suffit de dissoudre les cristaux en les chauffant leg^rement vers 
35 degres, puis de placer Tappareil, redresse, dansun grand vase, la marmite d'un 
alambic, par exemple, et de le chauffer entierement de nouveau a 100 degres 
pendant une heure. 

D. Action du sulfate de soude a 10 Equivalents d'eau sur la solution sursatur£e 

DE SULFATE DE SOUDE. 

Les incertitudes qui pfesent, comme on a pu Tapprecier plus haut, sur les re- 
sultats donnes par les experimentateurs qui ont essaye Taction des diflerents corps 
solides sur les solutions sursaturees sont tout aussi grandes lorsqu'ils emploient un 
cristal de sulfate de soude ordinaire. II est difficile de decider si c'est bien le sul- 
fate de soude qui fait cristalliser, ou si c'est Pair commun, ou des corps etrangers 
qui adherent au cristal. 

Aussi, pour resoudre la question, et pour que Ton puisse affirmer que la pre- 
sence d'un cristal a i o equivalents d'eau determine la cristallisation d'une solution 
sursaturee, il est absolument necessaire de ne mettre en presence de cette dissolu- 
tion que le cristal seul, en evitant la presence de Tair ordinaire, et des corps 

y^nnaies scientifiques de I'tcole Normale iuperieure. Tome lU. 32 



238 MEMOIRE 

etrangers qui auraient pu se deposer k la surface de ce crista! . Ces conditions de 
Texp^rience out 6te realisees de ia maniere suivante : je me servis d'un ballon k 
col trfes-long, etroit et 16gerenient recourbe {Pi. Ill, Jig. 12) contenant une solu- 
tion sursaturee de sulfate de soude. Le col du ballon avait ete scelle a la lampe 
quand la liqueur etait en ebullition, de sorte que le ballon 6tait vide d'air. On s^it 
que, dans ces conditions, la cristallisation n'a pas lieu, meme par Tagitation. En 
renversant le ballon, j'amenai du liquide a Textremite du col recourbe en A, et je 
fis prendre ce liquide en masse en pla^ant cette extr^mite dans un melange refri* 
gerant; il se forma alors du set a 10 equivalents d'eau. J'empechai la cristallisation 
de se propager, en chauffant a la lampe les parois CD du col. De cette fa^on, les 
cristaux de sulfate de soude h 10 equivalents d'eau se trouverent isoles de la 
liqueur sursaturee contenue dans le ballon; ils en etaient separes par une coucbe 
de sulfate de soude calcine, substance incapable de provoquer la cristallisation 
quand bien meme elle se serait hydratee; je pus des lors examiner leur influence 
sur la dissolution apres un laps de temps convenable. Je reconnus qu'apres 
vingt-quatre heures, aussi bien qu'apres huit jours, la solution saturee se prenait 
en masse aussildt qu'elle avait le contact des cristaux. 

L'experience reussit egalement bien avec des ballons dans lesquels le sulfate de 
soude est en presence de I'air calcine. 

On pent done regarder comme rigoureusement demontre que laprisence seule du 
seld 10 equivalents cteau determine la prise en masse de la liqueur. 



CHAPITRE V. 

liTUDE DKS PRINCIPADX AGENTS PHYSIQUES, GHIMIQUES ET PHYSIOLOGIQUES 
SUR LES SOLUTIONS SlIRSATUREES DE SULFATE DE SOUDE. 



^ I. — Agents physiques. 

A. Agents m^caniques. 

Je rangerai dans cette categoric : Tagitation (comprenant la rentree brusque des 
gaz), la pression, les mouvements vibratoires, I'influence des corps poreux, Tin- 
fluence des corps divises, I'endosmose. 

L'agitation et la pression, la rentree lente ou brusque de Fair ou des gaz sont 
sans aucune influence sur la sursaturation, comme cela resulte de plusieurs expe- 
riences citees plus haut. II en est de meme des mouvements vibratoires executes 
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dans la masse du liquide. Ainsi, j'ai constate que Tetat de sursaturation des solu- 
tions salines persistait en faisant passer pendant plusieurs heures, avec des alterna- 
tives de rcpos, un courant d'air calcine amene dans le liquide par un tube etroit, el 
memequand Tintroduction reguliere de Tair occasionnait un mouvement vibratoire 
continu, assez intense pour produire un veritable son. 

On arrive a la meme conclusion en employant des corps poreux recemnicnt 
calcines et en les projetant au nioyen de Tappareil decrit plus haul {Pi. II. fig. 9). 
Les corps qui ont ete experimentes sont : la pierre ponce, Tamiante, un fragment 
d'os brule el blanc, un fragment d'os calcine noir, Ic charbon de bois, Ic noir de 
fumee, Peponge et le noir de platine. 

J'ai examine aussi Tinfluence des corps a un elat de division extreme, lels que 
le cbarbon dans la fumee. Pour faire arriver de la fumee dans la solution sursa- 
turee, je fis communiquer un ballon de sulfate de soude vide d'air avec Tappareil 
a projection simplifie en le privant des lUbes en U qui renferment la pierre ponce; 
je pla^iai ensuite un pen de matiere organique dans le tube en platine et en faisant 
le vide, puis en donnant accfes a Tair, je fis rentrer en meme temps de la fumee 
dans le ballon; la liqueur qu'il contenait conserva indefiniment sa limpidite en 
presence de la fumee. 

L'action de Tendosmose a ete etudiee au moyen de Tappareil suivanl : [)lusieurs 
ballons de litre (/'Z. ///>yi^. i3), contenant une solution chaude de sulfate de 
soude, furent fermes avec des bouchons en caoutcbouc traverses par plusieurs 
endosmometres a membrane animate contenant des solutions de gomme, de sucn* 
et de cblorure de calcium. La tige de Tendosmometre, percee d'un trou en a, 
recourbee et un pen etranglee en B, venait s'engager en C dans le tube de Tappareil 
destin^ a fournir de Tair calcine. Le liquide des ballons etait porte a Tebullition 
que Ton maintenait quelque temps, puis on laissait refroidir de maniere a remplir 
Tappareil d'air calcine, on detachait alors le ballon par un jet de flamme en B, el 
on Tabandonnait a la temperature ordinaire. 

Le liquide s'eleva dans les endosmometres au-dessus du niveau RS , a des hau- 
teurs variables suivant la nature de la substance employee; mais dans aucun il n\ 
eut de cristallisation en masse. A la longue, il se forma quelques cristaux de sel 
a 7 equivalents d'eau sur les endosmometres. Apres plusieurs jours, le niveau du 
liquide resta stationnaire en A. 

Hemarques imporianies, 

Plusieurs de ces appareils, fermes avecd'excellenis bouclionsen liege, furent abandonnes 
dansle laboratoire, et pendant longtemps ils resisterent a toute cause de cristallisation. Au 
bout d'un an environ, ils eiaient encore intacts; mais j'cus I'occasion d'observer des moi- 

32. 




24o Ml^MOIRE 

sissuresqui recouvraient la surface du liquide dans quelques-uns d'entre eux. Cette obser- 
vation confirmait le fait analogue constate par M. Jodin en i860 (1). 

Les moisissures ont pu se developper dans ces ballons, parce qu'ils contenaient un 
liquide complexc forme d*eau, de sulfate de soude, de matieres sucrees, d'extrait de mem- 
branes animales, etc. 11 est probable que, dans les ballons de M. Jodin, il y avail aussi 
quelques matieres organiqucs azotees et des phosphates pouvant servir d'alimenis a la 
vegetation qu'il a signalee. 

J'attachai un grand prix a cette observation, parce qu'elle me d6mon!rait que des actes 
vitaux,tels que le developpement et la vie d'organismes inferieurs, pouvaientse manifester 
dans une liqueur de sulfate de soude sursaturee, sans changer Fetat de sursaturation. II 
ctait done probable qu'il ne fallait pas chercher la cause de la cristallisation dans des actes 
physiologiques. Cette observation me demontrait aussi : ou bien que j'avais pu, parl'ebul- 
lition, detruire la cause de cristallisation sans detruire toute cause de vie, ou bien que 
des influences exterieures avaient amene des germes d'organismes vivants qui avaient pu 
manifester leur action avant la cause de la cristallisation subite des solutions de sulfate de 
soude. 

Toutefois, la sursaturation n'a point persiste indefmiment dans ces appareils. Apres 
quinze a dix-huit mois, j*ai trouve, comme cela arrive ordinairement, les liqueurs prises 
en masse dans tous les ballons bouches au liege. 

B, Agents calorifiques. 

L'action de la chaleur a deja ete examinee dans le Chapitre III. 

J'ai demontre que la sursaturation cesse pour le sulfate de soude, quand sa 
temperature est portee exactement a 8 degres au-dessous de zero. Elle cesse ega- 
lement a 34 degres, temperature a laquelle le sulfate de soude a 10 equivalents 
d'eau se transforme en sel anhydre. La sursaturation du sulfate de soude ne saurait 
done exister qu'cntre deux limites de temperature infcrieure et superieure qui sont 

m 

— 8 et H- 34 degres. 

C, Agents £lectrique8. 

Les experiences de Gay-Lussac,repeteespar Loewel, montrent que Telectricite ne 
fait point cesser la sursaturation. J'ai repris ces experiences en faisant passer dans 
le liquide ou a sa surface, en presence ou en Tabsence de Tair calcine [PL III^ 
fig. 14 et i5), un courant electrique ou une serie d'etincelles a Taide de la machine 
de Ruhmkorff; la sursaturation persista malgre les phenomenes de transport et de 
decomposition qui accompagnerent Taction electrique. Quand Tetincelle eut passe 
pendant quelque temps, je vis se former sur Tun des electrodes un depdt blanc qui 
etait tres-probablement du sulfate anhydre. 

D. Agents lumineux. 
lis sont sans influence sur la sursaturation. 



(i) Comptes rendus, p. 11 43; 1861. 
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§ II. — Agents chimiques. 

Les agents chimiques sont generalement sans influence sur la crislallisation quand 
its ont 6te soustraits a Taction de Tair commun. J'ai examine deja la plupart 
d'entre eux dans les Chapilres precedents. Aussi me bornerai-je a rappeler que les 
principaux gaz simples ou composes, Ic chlore, I'ozone meme, Tacide clilorhy- 
drique, Tammoniaque; les dissolvants, tels que Teau, Talcool, Tether, Talcool 
amylique, les huiles; la glace, les sels solubles, les sels hydrates ou les sels avides 
d'eau; les precipites naissants, tels que ceux d'aluminc, dc sulfure metallique; les 
principales substances organiques solubles ou insolubles, ont ete tour a tour 
essayes, et toujours la sursaturation a pcrsiste. 

§ III. — Agents physiologiques . 

Les substances organisees, celles des plantes formees ou en voie de formation, 
paraissent sans action sur les liqueurs sursaturees; c'est cc qui resulte des expe- 
riences de plusieurs observateurs et des miennes, executees soit a Taide de Tap- 
pareil a projection que j'ai decrit plus haut, soit par d'autres methodes. Voici 
quelles sont les principales substances qui ont etc essayees : 

i*^ Cellules du coton J 

!i° Epiderme du grain d'orge > chauffes d'avance. 

3*^ Interieur du grain d'orge J 

4** Interieur d'un fruit, d'une poire, non chauffe. 

5° Spores et tiges du PeniciUiwn glaucum dcveloppe sous une cloche a Tabri des 
poussieresde Tair. II nage a la surface et ne semble point mouille. 

6^ Spores et tiges du meme, projetees dans des ballons contenant un melange 
de Sucre et de sulfate. 

7® Levure de bicre produite k Tabri de Tair; elle est amenee au contact de la 
solution sursaturee par la disposition suivante [PL III, fig. 16) : 

Le col recourbe d'un ballon a sulfate de sonde A vient s'engager dans un caout- 
chouc qu'on peut serrer avec la pince B. Ce caoutchouc est solidement fixe au col 
et au tube effile et recourbe qui le termine, et qui traverse de part en part le 
bouchon du ballon H. La pointe recourbee C se trouve en face d'une tigc metal- 
lique ED, elargie en D et pouvant tourner autour de son axe. Un tube recourbe RF 
vient s'engager dans le caoutchouc SL et met le ballon H en communication avec 
Tappareil destine a fournir de Tair calcine. Le ballon a sulfate de sonde est vide 
d'air, et son extremite C vient plonger dans le ballon H, ou Ton a place de Teau de 
levure, du sucre. On a fait bouillir ce liquidc fermentescible et on a fait rentrer par 
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le tube LFR de Tair calcine; un compresseur a peniiis de fermer le caoulchouc SL. 
Apres plusieurs jours, le liquide du ballon H etant parfaitcment limpide, on 
desserrc le compresseur et I'on projette par Touverture L une petite cartouche con- 
lenant de la leviire de bierc, puis enfin on adapte au caoutchouc SL un tube 
abducteur plongeant dans Teau. La fermentation ne tarde pas a se declarer, et an 
bout de quelques jours, quand elle est bien en train, on casse la pointe recour- 
bee C en tournant la tige ED; et en appuyant sur la pince B, on fait entrer un peu 
du liquide a Tinterieur du ballon A et on abandonne TappareiL II n'y a point de 
(Tistallisation, menie apres plusieurs jours. On met fin a Texperience en faisant 
renlrer Tair en A : il y a cristallisation. Au microscope, on distingue quelques 
rares globules de levure dans la masse de crislaux. 

8*" Cellules en voie de formation. Voir les experiences de M. Jodin, et lesobser- 
valions citees plus haut a I'examen de Tendosmose. 

9'' Miasmes qui se degagent des corps en putrefaction. Voici la disposition qui 
fut adoptee pour les mettre en presence de la solution sursaturee de sulfate de 
soude ( PL III, J/g, 17): 

Un flacon a deux tubulures A contenait un peu de gluten humide. Dans la tubu- 
lure B se trouvait un bouchon en caoutchouc dans lequel passait rextremiti rc- 
courbee du ballon C renfermant une solution sursaturee de sulfate de soude. Dans 
Tautre tubulure D se trouvait egalement un bouchon en caoutchouc, dans lequel 
passait un tube dc verre qui d'une part etait en communication avec un tube baro- 
metrique E, et d'aulre part avec la partie de Tappareil a projection qui permetlait 
de faire le vide dans le flacon et d'y laisser rentrer de Tair calcine. Apres avoir 
fait plusieurs fois le vide qui se maintint parfaitcment et apres avoir chaque fois 
laisse rentrer de Tair calcine, je detachai a la lampe la partie gauche de Tappareil 
par un jet de flamme applique en F. Le gluten ne tarda pas a entrer en pleine 
putrefaction; apres quelques jours, des gaz se degageaient abondamment en H; 
alors je cassai la pointe du ballon en appuyant a faux enB; il yeutrentr^ brusque 
des gaz du flacon A, et je n'observai point de cristallisation. L'appareil tenait bien 
le vide, car le niveau du mercurequi elait remonte en G resta siationnaire. Apres 
cinq jours, comme aucune modiflcation apparente ne s'etait produite, je detachai, 
par un jet de flamme en I, le ballon et le flacon, et, en les renversant et en les se- 
rouant, je fis tomber sur les parois du flacon un filet de liquide qui cristallisa 
immediatement; je pus ainsi constater que le gaz du flacon, qui prenait la place du 
sulfate de soude, ne le faisait point cristalliser. La liqueur demeura parfaiteroent 
limpide dans Ic ballon. En ouvrant le flacon, je reconnus que le gluten etait en 
pleine decomposition par Todeur putride qui s'en degageait. 

Ainsi les gaz et toutes les substances miasmatiques qui se degagent du gluten en 
putrefaction ne font point cristalliser le sulfate de soude, et pourtant il y a sur les 
parois quelque agent qui determine la cristallisation. 
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Conclusions deduites des cinq Cliapitres qui precedent . 



De tout ce qui precede, il est permis de conclure que : 



I. La sursaturatioD; telle que je Tai definie, est comprise, pour le sulfate de 
soude, entre les limiles de temperature de — 8 et de -f- 34 degr^s. 

II. Aucun agent physique, chimique (a Texception d*un seul) ou physiologique 
ne fait cesser la sursaturation du sulfate de soude au-dessus de — 8 degres. 

III. Parmi tous les corps de la nature soustraits a Tinfluence de I'air commun, 
et ne pouvant occasionner un abaissement de temperature de 8 degres au-dessous 
de z6ro par leur contact avec une solution sursaluree de sulfate de soude, il n'y en 
a quun seul qui fasse cristalliser immediatement ees mdmes solutions : c'esi lesulfate 
de soude a lo dquivalents d^eau, 

Resle maintenant a determiner le mode d'action special de Fair ordinaire sur 
les solutions sursaturees : c'est ce qui fait I'objet du Chapitre suivant. 



GHAPITRE VI. 

COMMENT L*AIR ORDINAIRE AGIT SUR LES SOLDTIONS SURSATUREES. ACTION DES PRIN- 
CIPAUX AGENTS SUR LES POUSSlillRES QUI ONT LA PROPRIl^TE DE FAIRE CRISTALLISER 
CES M^MES SOLUTIONS. 



§ I. — L'air nojfjfre pas a^ec continuite la cause de la cristallisation 

des solutions sursaturees. 

Dans le but de faire sortir de Tetat d'incertitude et de mystere dont elle etait 
entour^e jusqu'a present Tinfluence de Fair sur les solutions sursaturees, j'ai in- 
stitue une s^rie d'experiences destinees k fournir par leur precision des resultats 
definitivement acquis k la science. La tache m'etait rendue facile; je n'avais qu'a 
prendre pour modele les remarquables travaux de M. Pasteur sur les generations 
spontan^es, et a reproduire les experiences si precises et si rigoureuses de ce sa- 
vant, en remplagant le liquide fermentescible des ballonsdontil seservait, etdans 
lequel le vide etait fait par ebullition, par des solutions sursaturees de differents 
sels. Je me contenterai de rapporter les principales experiences que j*ai faites sur 
ce sujet. 
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Experience des ballons a cok sinueux. 

Si Ton introduit une dissolution chaude de sulfate de soude daus des ballons a 
cols sinueux [Pi. Ill, fi^. 18 et 19), ct si Ton porte le liquide a TebuUition pen- 
dant quelque temps en tenant d'abord les cols releves, de maniere que la vapeur 
d'eau condensee fasse retomber dans Tinterieur la solution saline adherente aux 
parois, puis, qu'apres avoir fait sortir abondamment la vapeur d'eau par Textre- 
mite ouverte, on laisse refroidir lentement Tappareil, on constate que dans ces 
conditions les solutions salines peuvent se maintenir tres-longtemps ^ T^tat de 
sursaturation. Ainsi, je conserve depuis i860 de semblables ballons qui ont ete 
souvent manies et transporles d'un lieu a un autre en subissant toutes les varia- 
tions de temperature des saisons qui n'ont produit d'autre effet que de permettre 
au liquide de deposer des cristaux de sulfate de soude a 7 equivalents d'eau ou de 
dissoudre f eux qui s'etaient formes. 

Aalre experience. 

Si Ton casse la pointe d*un ballon contenant du sulfate de soude maintenu a 
Tetat de sursaturation en presence de Tair calcine, et si Ton amene le liquide 
en contact avec Tair ordinaire par une surface de i centimetre carre environ , il 
arrive dans bien des cas, surtout dans une atmosphere tranquille, que la liqueur ne 
eristallise pas pendant tres-longtemps. On pent meme faire sortir au dehors une 
goutte de liquide qui reste parfaitement limpide dans I'air. Au bout d'un temps 
variable, tout se prend eii masse. L'agitation de I'air avec la main favorise beau- 
coup la cristallisation. 

Experience sur un air non agile. 

Je fis communiquer avec I'interieur d'un flacon de plusieurs litres, sec et conte- 
nant de I'air ordinaire, la pointe d'un ballon, rayee d'avance, et passant a travers 
un bouchon en caoutchouc qui fermait hermetiquement le flacon, puis j'abandonnai 
Tappareil au repos pendant au moins vingt-quatre heures. Au bout de ce temps» 
je cassai la pointe du ballon en I'appuyant a faux contre la tubulure, et je vis I'air 
du flacon rentrer brusquement dans le ballon oil le vide avait ete fait par I'^bulli- 
tion, en passant a iravers le liquide qui conserva sa transparence. Chaque goutte 
de liquide qui tombait sur la paroi du flacon se prenait en masse; il se forma a la 
longue une veritable stalagmite de sulfate de soude eristallise sur le fond du flacon, 
les variations de la temperature ambiante determinant la sortie du liquide. Cette 
meme experience dure encore depuis i860, sans que le liquide ait perdu sa liiu- 
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pidite; la stalagmite dans le flacon a maiDtenant i decimetre de hauteur, et Tappa- 
reil offre la disposition representee PL Hh fig* 20 (i). L'air qui est rentre succes- 
sivement dans le ballon a travers la solution, et qui n'a pas la propriety de la faire 
cristalliser, est de Tair ordinaire; il n'a ete modifie ni par le feu ni par le tamisage, 
circonstances qui, comme on le sait, lui font perdre cette meme propriete ; toute 
la difference qu'il pr^sente avec Fair ordinaire pris a c6te de lui» et qui fait oris- 
talliser, e'est qu'il a ete abandonne a lui-meme pendant vingt-quatre heures envi- 
ron. La cause de la cristallisation n'est done plus dans cet air; elles'y trouvait pri* 
mitivement, et Texperience nous montre qu'elle est maintenant sur les parois du 
flacon; evidemment cette cause est localisee dans Tair, et elle reside dans quelque 
poussiere qui a du se deposer. 

On objectera peut-etre que Pair est confine dans cette experience, et que, dans 
celles qui precedent et dans celle-ci, I'air rentre dans les ballons avec des mouve- 
ments lents qui pourraient bien etre la cause meme de la cristallisation; les expe- 
riences suivantes sont destinees a mettre (in k toute replique. 

Experiences sur I'air ordinaire pris dans des circonstances diverses. 

Depuis i860, j'ai soumis des solutions de sulfate de sonde contenues dans des 
ballons oil le vide avait ^te fait par ebullition de la liqueur, k Taction de Tair ordi- 
naire recueilli dans des circonstances tres-diverses , en prenant des precautions 
analogues k celles qui sont recommandees par M. Pasteur dans son travail sur les 
generations spontan^es. Voici comment j'ai opere le plus ordinairement : 

Arrives au lieu de leur destination, les ballons, malgre le nettoyage qu'ils 
avaient subi apres leur preparation faite comme il a ete dit au § III du Chapitre lY, 
etaient lav^s par immersion complete pendant plusieurs heures dans de grandcs 
cuves remplies d'eau. L'extremite du col du ballon encore humide 6tait rayee avec 
une lame tranchante d'acier mouillee, et les ballons subissaient un nouveau lavage 
avant d'etre transportes a Tendroit oil je devais operer. Je prenais alors la precau- 
tion de changer les vetements qui m'avaient servi pendant ces diff^rentes manipu- 



(1) Cette etp^rience permet d'isoler les cristaux transparents qui prennent naissance assez fr6quemment 
dans les solutions sursatur^es de sulfate de soude et que Lcewel considdre comme renfermant 7 Equivalents 
d'eau. On peut en efTet, par des secousses r^p^t^es, enlever oompIElement d'un ballon tout le liquide qu*il 
renferme, et en le transportant, rouverture en bas, dans un autre flacon contenant de Tacide sulfurique, 
faire Egoutter les cristaux de Tbydrate dans un air dessEchE. 

J'avais dispose deux experiences de ce genre, Tune avec du sulfate de soude, Tautre avec du sulfate de 
magn^sie, pour verifier si r^ellement les cristaux avaient bien la composition que leur assigne Loewel. Les 
cristaux sont rest^ tr^s-longlevips transparents et its Etaient devenus parfaitement sees ; mais TexpEricnce 
ayant EtE prolongEe au dela du terme qu*elle aurait dil atteindre, ces cristaux ont fmi par s'efQeurir. J*ai 
done do admettre dans ce travail les formules donnEes par Loewel, sauf vEriGcalion ultErieure. 

Annates scientifiques de tEcole Normale sup6rieure. Tome III. j3 
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latioDS, afin d'eviter les poussieres de sulfate de soude qui auraient pu provenir des 
emballages. La prise d'air se faisait en elevant le ballon au-dessus de la tete dans 
une direction opposee au vent et en brisant la poiate avee une pince de fer a 
branches polies, construite specialement pour cet usage, que je retirais de Teau au 
moment de m'en servir. Comme on eprouve de tres-grandes dif&cuUes a sceller a 
la lampe, en plein air, les ballons que I'on a interet a conserver, je me bornais 
a les boucher, aussitot apres les avoir ouverls, avec de la cire ramollie par Tessence 
de tereben thine que je conservais sous Teau. Ce mode de scellement provisoire m'a 
rendu les plus grands services et n*a jamais compromis aucun des r^sultats de 
Texperienee. Les ballons etaient ensuite maintenus verticalement jusqu'au scelle- 
ment definitif fait a la flamme de Teolipyle. 

Je n'entrerai point ici dans le detail des nombreuses experiences que j*ai faites 
sur ce sujet ( i ) ; il me suffira de dire que sur deux cent quatre-vingt-sept ballons qui 
ont ete ouverts depuis i860 dans des circonstances tres-diverses, il y en a eu cent 
trcute-deux dans lesquels I'arrivee brusque de Tair ordinaire n'a point determine 
de cristallisalion immediate. Tantot la renlree subite de I'air faisait prendre en 
masse toute la liqueur; tantot il semblait qu'elle devait conserver salimpidite; 
mais au bout de peu de temps elle se prenait par un ou plusieurs points d'oii 
la cristallisation rayonnait dans toute la masse; d'autres fois, ce n'etait qu*appes 
le scellement des ballons que la liqueur cristallisait; quelquefois encore, le pbeno- 
mene se produisait seulement quelques jours apres cette derniere operation* J'ai pu 
oonserver jusqu*ici la plupart de ces cent Irente-deux ballons, dans lesquels la 
liqueur s'est maintenue limpide pendant plusieurs annees, a Texception d'un petit 
nombre casses par accident et d'un plus petit nombre dans lesquels la cristallisation 
s'est operee peu de temps apres le retour. 

« Ce mode d'experimentation me parait aussi simple (a) qu*irreprocbable pour 
demontrer que Tairambiantn'offre pas, a beaucoup presavec continuite, c la cause 
de la cristallisation des liqueurs sursatwrees, > et qu'il est toujours possible de pre- 
lever dans un lieu et a un instant donne un volume considerable d'air ordinaire, 
n'ayant subi aucune alteration physique ou chimique, et neanmoins tout ^ fait 
impropre a provoquer la cristallisation dans une liqueur a fetat de sursaturaiion . > 



(1) f'oir^ pour plus ampler reDseigaementSf un M^moire ayant pour litre : De la dissemination da 
sulfate tie sonde dans Pair de locaiites diverses^ qui paraitra dans les Memoires de la Societe des Sciences 
et Arts de Lille, 3* serie, t. Ill; annee 1866. 

(2) Jc me sers k dessein des termes rodmes employ^ par M. Pasteur dans son M^moire sur la doctrine 
des generations sp*mtanecs . 
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§ II. — L'air provoque la cristallisation des solutions sursaturees 

par ses pous sieves. 

On pourrait aller plus loin, et deduire des experiences qui precedent et des 
anciennes experiences de Loevel sur le retard apporte k la cristallisation du sulfate 
de soude expose a Tair dans des tubes de difTerents diametres (i)/ que la cause de 
la cristallisation doit resider dans quelque poussiere solide tenue en suspension 
dans Tair; mais, pour eviter toute objection, j*ai cru devoir faire la demonstration 
directe de ce fait important, et je pense avoir atteint le but que je m'etais propose 
a Taide de Texperience suivante. 

Je calcinai au rouge, dans un creuset de platine, une certaine quantite d'amiante, 
que je divisai en deux portions; chacune d'elles, revenue k la temperature ordi- 
naire, n^exerQait aucuue action sur la solution sursaturee de sulfate de soude. 

Sur la premiere, contenue dans un tube de verre calcine, je fis passer un courant 
d'air ordinaire, pendant douze heures environ, a Taide d'un aspirateur. Sur la 
seconde, disposee comme la premiere^ je (is passer, au moins pendant le meme 
temps, un courant d'air calcine, en disposant Tappareil pour que Tair arrive froid 
sur I'amiante, apres avoir ete tamise a travers une colonne de pierre ponce de 
80 centimetres de longueur. La premiere portion, miseen contact avec une solution 
sursaturee de sulfate de soude, k I'aide de I'appareil a. projection {PL II, fig. 9) 
d^crit plus haut, en determina instantanement la cristallisation, et je vis les cris- 
taux prendre naissance sur les brins d'amiante et de Ik se propager rapidement dans 
toute la masse. La seconde portion ne fit nuUement cristalliser la solution saline, 
meme aprfes avoir prolonge pendant soixante-douze heures le passage de Tair cal- 
cine et refroidi. 

Que conclure de la? Puisque tout est semblable dans ces deux experiences dis- 
posees pour ainsi dire parallfelement, si ce n'est que dans Tune on a de Tamiante 
sur laquelle on a fait passer de Tair ordinaire, tandis que dans Tautre I'amiante a 
et6 soumise au passage de Tair calcin^ ; puisque ni Tamiante ni le petit tube de 
verre qui la contient n'ont d'action sur les dissolutions salines sursaturees, il (aut 
bien admettre que Tair ordinaire a du deposer sur I'amiante quelque substance 
solide qui possede la propriete de faire cesser I'etat de sursaturation des solutions 
salines; cette substance detruite ou modifiee par le feu, se rencontre dans les pous- 
sieres que Fair tient en suspension et qui se deposent a la surface des corps qui sont 
en contact avec lui pendant un temps convenable. Cela explique pourquoi les corps 



(i) Annales de Chimic ct de Physique , 3* s4rie, t. XXIX, p. io5 et suiv. 

33. 



248 Ml^MOIRE 

exposes a Tair pendant un certain temps ne determinent la cristallisation que par 
le contact de leur surface avec les liqueurs sursaturees. 

On pent arriver au meme resultat en exposant simplement k Tair la premiere 
portion d'amiante prealablement calcin^e, tandis que la seconde reste enfermee 
pendant le meme temps dans un vase scelle a la lampe, en presence de Tair calcine 
et froid. Au bout de vingt-quatre heures, j'ai vu que la premifere portion faisait 
toujours cristalliser le sulfate de sonde; jamais la seconde ne produisait cet effet, 
quelle que fut la duree du contact de I'air calcine et malgre I'agitation que j'im- 
primais de temps a autre au tube dans lequel I'amiante etait plac^e. 

II resulte de ces experiences et de celles qui ont ete decrit^s dans les premiers 
Chapitres de ce travail, que la cause de la cristallisation des solutions sursaturees 
< est uniquement due aux particules solides en suspension dans Tair. Gaz, fluides 
(livers, electricite, magnetisme, ozone, chosesconnues ou choses occultes, il n'y a 
absolument rien dans Tair atmospherique ordinaire qui, en dehors de ses parti- 
cules solides, soit la condition (i) > de la cristallisation des liqueurs sursaturees. 

§ III. — Nature et mode d' action des poussieres de I'air qui font 

cristalliser les solutions sursaturees. 

Reste maintenant a determiner quelle est la nature et le mode d'action de cette 
substance solide, cause des phenomenes dont il s*agit. Pour resoudre la question, 
j'ai d'abord recueilli une certaine quantite des poussieres de I'air et je les ai ensuite 
soumises a Taction de differents agents. Voici comment j'ai opere. 

Pour recueillir les poussieres de I'air, je me servais d'un aspirateurk bascule 
a deux reservoirs; I'un, d'une capacite de lo litres, en se vidant dans I'autre, for^ait 
Tair a passer sur une bourre d'amiante calcinee, placee dans un tube court de • 
verre de i5 millimetres dediametre, qui etablissait la communication entre I'air 
exterieur et I'aspirateur. L'air sur lequel j'ai opere 6tait pris dans la cour de la 
Faculte des Sciences de Lille; de temps a autre, les filaments de la bourre d'amiante 
etaient remanies avec des pinces en metal, afin que tous les brins fussent impregnes 
de la meme faQon; je ne faisais jamais passer moins tie 2000 litres d'air sur les 
bourres avant de les employer. J'avais fait choix de I'amiante calcin6e comme 
support des poussieres, parce que cette substance, inactive sur les solutions sursa- 
turees, se divise facilement en filaments fins, elastiques, resistant aux dissolvants 
et aux agents chimiques les plus energiques. 

Le procede que j'ai employe pour mettre en contact avec les solutions sursatu- 



(ij M. Pasteur, loc, cit. 
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rees ces poussi^res de Fair, qui avaient subi des influences determinees, est tres- 
simple. Avec ces bourres de i5 millimetres de diametre environ dont il vient d'etre 
question, je confectionnais d'autres bourres beaucoup plus petites, en ayant le 
soin de prendre des filaments en diff^rents points de la grosse bourre. Chacune 
de ces petites bourres etait divisee en deux parties aussi homogfenes que possible, 
lesquelles etaient introduites dans de trbs-petits tubes de verre, dont les bords 
faisant l^gerement saillie a Tinterieur pouvaient retenir les filaments d'amiante. 
L'une d'elles ^tait destinee k I'experience; Tautre, composee dans des conditions 
aussi identiques que possible, servait a une contre-^preuve qui a toujours ete faite 
dans les experiences que je vais rapporter. Ces bourres ou cartouches, contenant 
les poussieres de I'air, etaient mises en contact avec les solutions salines k Taide 
de Tappareil ^ projection {PL II, fig. 9) decrit plus haut. 

Action des agents chimiqiies gazeux sur les poussieres de I'air qui font 

cesser la sursaturation. 

Je me suis borne a examiner Taction des agents chimiques gazeux les plus ener- 
giques, tels que le chlore, le brome en vapeur, Tiode en vapeur sur les poussiferes 
de I'air qui ont la propriete de faire cristalliser les solutions sursaturees. Dans ce 
but, je fis passer un courant du gaz ou de la vapeur dont je voulais determiner 
Faction sur plusieurs petites cartouches placees dans un tube de verre prealablement 
chauffe; puis ce tube etait scelle aux deux bouts. L'appareil a projection {PL II, 
fig. 9) ayant ete rempli d'air calcine, j'ouvris le tube scelle a une de ses extr6mites, 
que j'intr6duisis rapidement dans la branche H du tube en U« d^signe par I, en 
inclinantun peu cette branche. Apres avoir referme I'appareil a projection, je fis 
passer la cartouche dans le tube en U. J'introduisis dans le tube P la cartouche 
d'essai* correspondanle qui avait et^ mise en reserve, puis, le vide etant fait, je 
projetai la premiere dans la solution sursaturee; je reconnus qu'elle faisait tou- 
jours cristalliser la liqueur, quel que fut le gaz employe. 

Action- des dissonants sur les poussieres de I'air quifi)nt cesser 

la sursaturation. 

Pour determiner cette action des diissolvants, je plagais pendant quelques heures, 
quelques jours meme, une des petites cartouches preparees comme il vient d'etre 
dit dans le dissolvant, la cartouche d'essai toute semblable etant mise en reserve; 
puis j'introduisais rapidement, et en I'abritant, la premiere encore mouillee dans 
le tube I et la seconde dans le tube P de I'appareil a projection {PL II, fig. 9). 
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Je faisais le vide plusieurs fois et je laissais rentrer a chaque operation de Tair 
calcine et sec, afin de secher la cartouche encore impr^gnee du dissolvant, puis je 
la projetais dans le ballon X. Si, par suite du dissolvant employ^, la cartouche ne 
faisait pas cristalliser imm^diatement, je faisais le vide pour retirer I'air du petit 
tube afm de forcer le liquide h y pen^trer, puis je d^tachais le ballon X a la lampe, 
pour le mettre en reserve; je le remplaQais immediatement par un autre ballon, dans 
lequel je projetais la cartouche d^essai du tube P, qui, dans toutes les experiences, 
a toujours provoque la cristallisation. Je reconnus ainsi que les petites bourres 
d'amiante, meme apres un s6jour de cent heures dans i decilitre environ d'alcool, 
d'ether, d'alcool amylique, conservaient la propriete de faire cristalliser les solu- 
tions sursaturecs de sulfate de sonde, sinon immediatement, du moins apr^s 
quelques minutes, lorsque le liquide les avait mouillees; et en ne perdant point I'ap- 
pareil de vue, je reconnus tres-nettement que la cristallisation partait tout a coup 
de I'interieur du tube, pour se propager de la avec une sorte d'expansion rayon- 
nante dans toute la masse. Les memos bourres, apres un sejour de quelque temps 
dans I'eau, devenaient absolument impropres a provoquer la cristallisation. 

Ainsi done Teau enleve aux corps la propriete de faire cristalliser le sulfate de 
soude, ce que ne font ni Talcool, ni Tether, ni Talcool amylique. 

Action de la c/ialeur sur les poussieres de I'air qui font cesser 

la sursaturation. 

L'appareil {PL II ^ fig. 9) etant dispose comme precedemment, j'introduisis 
une des cartouches contenant les poussieres de Fair en I et la cartouche d'essai 
con*espondante en P, puis je chauffai, a Taide d'un bain liquide, la premiere a la 
temperature voulue. Un thermometre t plongeait dans le bain, ainsi qu*un autre 
thermometre t' place a cote dans un tube ferme par un bout, plein d'air, de meme 
diametre que le tube I. J'ai reconnu par experience qu'il faut environ dix minutes 
pour que le thermometre t' prenne la temperature du bain donnee par le thermo- 
metre /. La temperature du bain fut maintenue aussi constante que possible, et 
apres une heure au moins la cartouche fut projetee dans la solution sursaturee. 
Pendant cet intervalle de temps, le vide etait fait plusieurs fois, et il 6tait suivi de 
rentrces d'air desseche par son passage sur la colonne de pierre ponce impregnee 
d'acide sulfurique du tube E. 

De deux series d'operations faites, Tune en abaissant successivement la tempe- 
rature du bain, Tautre en relevant sans cesse, j'ai pu conclure avec la plus grande 
certitude et d'apres des experiences repetees que les poussieres de Fair chauffees 
dans le vide sec k 34 degres pendant un certain temps, une ou deux heures envi- 
ron, cessent de faire cristalliser les solutions sursaturees de sulfate de soude avec 
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lesquelles ou les met en contact apres qu'elles sont revenues a la temperature ordi- 
naire, et qu'a 33°,5 elles possedent encore cette propriet6. 

Les fails contenus dans ce Chapitre demontrent que la cause de la cristallisation 
des solutions sursaturees de sulfate de sonde exposees a Tair commun est localisee 
dans les poussiferes de Fair; que c*est quelque substance solide, soluble dans Teau* 
insoluble dans Talcool, Tether, etc., qui est detruite ou modifiee a la temperature 
de 34 degres. 

Ce sont precisement la les caracteres du sulfate de sonde a 1 o equivalents d'eau : ce 
sel estsoluble dans Teau, insoluble dans Valcool, Tether, fusible a 34 degres; il perd 
son eau a cette temperature et devient alors impropre k provoquer la cristallisation. 

^videmment la cause de la cristallisation des solutions sursaturees de sulfate 
de sonde n'est autre que le sulfate de sonde a 10 equivalents d'eau, et si les pous- 
sieres de Tair font cesser la sursaturation, c'est qu'elles contiennent ce sel, le seul, 
comme nous Tavons etabli plus haut, qui, parmi tons les corps de la nature, possede 
ceite propriete. Ces poussieres n'agissent plus apres avoir ete chauffees dans le vide 
sec a 34 degres ou apres avoir subi le contact de I'eau, parce que c'est precisement 
dans ces conditions que le sulfate de sonde a 10 equivalents d*eau qu'elles ren- 
ferment se decompose et devient incapable de faire cesser la sursaturation ou bien 
se dissout. 

Les experiences analogues faites sur le sulfate de magnesie viennent confirmer 
pleinement et entierement cette conclusion. Pour ce sel, la sursaturation n*est plus 
comprise enlre les memes limites de temperature; la limite inferieure est au- 
dessous de — 20 degres; la limite superieure est vers -h 108 degres. C'est vers 
lod degres qu'il faut chauffer les poussieres de I'air pour leur faire perdre la 
faeulte de faire cristalliser les solutions de sulfate de magnesie ; a io5 degres elles 
la possedent encore (i). Or, c'est precisement a cette temperature que le sulfate de 
magnesie fond, perd son eau et devient impropre a provoquer la cristallisation. II 
suit done de la que la cause de la cristallisation des solutions sursaturees de sul- 
fate de magnesie n'est autre que le sulfate de magnesie lui-meme. II est tres-pro- 
bable qu'il en serait de mSme pour les autres sels qui ont la propriete de donner 
des liqueurs sursaturees. 



(1) La cristailisalion des solutions sursaturees de suifale de magnesie, sous rinfluence des poussieres de 
i'air, pr^sente une particularity fort int^ressante. Lorsque Ton projette dans une de ces solutions une 
petite bourre charg^e des poussieres de Pair aptes ^ provoquer la cristallisation , on constate que la li- 
queur ne se prend pas de suite comme cela a lieu pour le sulfate de soude. En obsei^vant attentivement, on 
voit, apr^s sept k huit minutes, de petits cristaux nattre dans rint^rieur de la cartouche sur les filaments 
d*amiante; ces petits cristaux se propagent dans le tube, puis disparaissent ; ils sont dissous probablement 
par rei^vation de temperature qui accompagne leur formation. On voit en effet des stries k Forifice de la 
cartouche, bientdt ils reparaissent sous forme de petites aiguilles tres-Bnes qui ne tardent pas k se r^pandre 
dans toute la liqueur, dont elles d^terminent la prise en masse avec elevation de temperature. 
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Conclusions genirales (Uduites de ce travail. 

I. La sursaturation pour le sulfate de soude est comprise entre les limites de 
temperature de — 8 degres et H- 34 degr6s. 

II. Ces limites varient avec les diff^rents sels qui out la propriete defournir des 
solutions sursaturees; ainsi, pour le sulfate de magnesie, elles sout comprises au 
minimum entre — 20 degres et 4- 108 degres. 

III. Parmi tous les corps de la nature, il n'y en a qu'un seul qui ait la propriete 
de faire cristalliser les solutions sursaturees de sulfate de soude » c*est le sulfate 
de soude a 10 equivalents d'eau. 

Une conclusion analogue s'applique tr^s-probablement aux autres sels; elle se 
verifie pour le sulfate de magnesie. 

IV. La cause de la cristallisation des solutions sursaturees de sulfate de soude 
exposees a I'air est due a la presence de petits cristaux de sulfate de soude a 
10 equivalents d'eau dans les poussi^res de Tair. 

Les differentes dissolutions sursaturees se prennent en masse k I'air, tres-pro- 
bablement lorsqu'elles ont le contact d'une parcelle d'un bydrate de la substance 
dissoute, comme cela a lieu pour le sulfate de magnesie. 

V. Le sulfate de soude existc uormalement dans I'air, en quantite variable sui- 
vant les circonstances. 

YI. De la une nouvelle methode analytique d'une sensibilite extreme, plus 
grande meme que celle de I'analyse spectrale dans certains cas, pour reconnaitre 
des especes minerales, soit dans I'air, soit dans differents corps solides, par I'em- 
ploi comme reactif des solutions sursaturees. 
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On sail que le mouvemeal de la Lune autour de sod centre de gravite a ele etu- 
die principalement par Lagrange et par Poisson. C'est k Lagrange que Ton doit la 
theorie de la libration reelle en longitude et rexplication des lois de D. Cassini. 
Poisson signala plus tard, dans la libration reelle en latitude, une inegalile qui a 
pour argument la distance du p^rig6e lunaire au noeud ascendant de Torbite, et 
que Lagrange ainsi que Laplace avaient omise. 

En reprenant la question sous un nouveau point de vue, j*ai cru reconnailre que 
I'analyse dont Joisson a fait usage, d'apres Lagrange et Laplace, est fautive en un 
point important. II resulte en effet des formules de Poisson que, si Ton fait d*abord 
abstraction de Texcentricite de Torbite, I'axe de rotation decrit autour de Taxe de 
I'equateur un cone circulaire, qui roule sans glisser sur un autre cdne egalement 
circulaire; de sorte que Tinclinaison de I'equateur lunaire sur Tecliptique reste 
con$tante dans le cours d'une revolution. Or, on conceit, a priori, que cela ne pcut 
pas etre, et que I'axe lunaire doit subir une nutation semi-mensuelle, analogue a 
la nutation semi-annuelle que subit I'axe terrestre. On pourrait croire, a la verite, 
que celte nutation semi-mensuelle est insensible; mais le calcul prouve qu'elle est 
sensible, c'est-a-dire qu'elle est du meme ordre de grandeur que les autres quan- 
titesque Ton considere, et il est a remarquer que c'est elle precisement qui fait 
du probleme de la rotation de la Lune un cas singulier du probleme general de la 
rotation des corps. Elle consiste en ce que I'axe inslantane oscille constamment 
dans le plan de la section principale, qui est perpendiculaire au grand axe dirige 
vers la Terre, en decrivant un secteur de 86 sepondes environ, dans un temps egal a 

Annalet scientifquts de I'tcolc Nor male tuperieure, loja.% HI. 34 
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la moilie de la revolulioD de la Lune par rapport a la ligne mobile des noeuds; de 
sorte que Ton peut produire le mouvemeDt qui a lieu en faisanl rouler sans glisser 
le plan de ce secteur sur un cone ondul6 dont la base est une suite de cycloides 
spheriques. 

L'oscillation \ longue periode, qui depend de Texcentricite de Torbite, et que 
Poisson a decouverte, joue le role d'une inegalite seculaire par rapport a la pre- 
miere. On peut, avec une approximation suffisante, la consid^rer comme s'execu- 
lant dans le meme plan que la premiere, et Ton obtient une image complete du 
phenomene de la rotation de la Lune en faisant rouler et glisser en meme temps 
sur le cone cycloidal dont on vient de parler la section principale dans laquelle 
Taxe instantane reste toujours compris. 

II me parait difficile, mais non impossible, de constater par Tobservatiou ces 
resultats singuliers : c'est pourquoi j'ai cru devoir, k la fin de mon travail, repro- 
duire, en les completant, les formules qui expriment les coordonnees selenocen- 
triques d'une tache lunaire, en fonetion de ses coordonnees selenographiques et 
du temps. Mais les ancicnnes observations de la libration sont tout a fait insutli- 
santes, et j'ai essaye de faire voir qu'on ne peut pas meme compter sur la valeur 
qu'on en a deduite pour Tinclinaison moyenne de Tequateur lunaire sur Teclip- 
tique. Je voudrais esp6rer que mes recherches pourront decider quelque astronome 
a entreprendre une serie d*observations nouvelles, afin de resoudre d'une maniere 
definitive une question qui pr6sente un veritable interet. 

I. Notations et formules generates. 

Nous prendrons pour origine des coordonnees le centre de gravite de la Lune, 
et pour plan des ary le plan mene par ce point parallelement au plan actuel de 

Fig. I. 




Tecliptique. Nous supposerons I'axe OZ (fig. i) perpendiculaire a ce plan et dirige 
vers le pole boreal, I'axe OX dirige vers le noeud ascendant de I'equateur lunaire. 
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et Taxe OY dirige de maniere qu'on passe des x positifs aux y positifs par une 
rotation de 90 degres executee autour de OZ, dans le sens direct ou de droite a 
gauche. Gomme la trace du plan de Tequateur lunaire sur le plan de P^cliptique se 
d^place continuellement, nous connpterons toutes les longitudes, dans le sens 
direct, a partir d'une droite fixe 0§ menee arbitrairement dans le plan des xy, et 
nous appellerons ^ la longitude de la droite nnobile OX. 

SoientOXi, OY|,OZ| les trois axes principaux du spbero'ide lunaire, formant 
un systeme superposable aux axes OX, OY, OZ. La position de ce nouveau sysleme 
sera determinee k chaque instant par les angles XOX, =9 et Z0Z, = 9, coinptes 
dans le sens direct. Relativement ^ ces axes principaux, soient A, B, G les moments 
d'inertie; />, y, r les composantes de la vitesse de rotation; P, Q, R les sommes des 
moments des forces perturbatrices, ou, si Ton aime mieux, les moments des couples 
accelerateurs; nous aurons les trois Equations 



(0 



dt ^ 


r 

A 


B 

-qr- 


P 


dt ^ 


A — 
B 


C 


Q 

B' 



dr B - A R 



On sait que la Terre est le seul astre qui exerce une influence sensible sur le 
mouvement de rotation de la Lune. Gonsid^rons Torbite s^Ienocentrique de la 
Terre, nommons 7 son inclinaison sur Tecliptique, et soit ON la direction du nceud 
descendant; nous ne supposerons pas que cette droite ON coincide necessairement 
avec OX, nous appellerons o) sa longitude comptee a partir de la droite fixe 0^, et 
nous poserons, pour abreger, co --({/= ^. En designant par s^ la longitude de la 
Terre dans son orbite, comptee a partir de la droite mobile OX, par p son rayon 
vecteur, par//7i le produit de sa masse par le coefficient de Tattraction, et, en negli- 
geant les termes oil entrent les produits de trois facteurs trfes-petits de Tordre 6, 

7 OU —r — J on obtient, par un calcul qu'il serait superflu de developper, les for- 
mules suivantes (*) : 

-j^ = -^^ J-- [e sine; -h y sm ( (/ - g-)] sm ( 9 - v), 

(2) {■! = ~ g— [esmc-hysm((/-gr)]cos((p-i'), 

R 3/>n B-A . , . 



(*] Ces formules ne different que par les notations dc cclles de la Mecanique celeste. 
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La Iroisieme formule (i), quand on y a substitue pour -^ la valeiir (a), est celle 

qui determine le mouvement de la Lune autour de Taxe de son equateur et ia 
libra tiou reelle en longitude. Mais nous n'examinerons pas cette question. Nous 
admettrons que le moyen mouvement de rotation, que nous designerons par n, est 
constamment egal au moyen mouvement de revolution, et que Texpression de la 
libration en longitude ne renferme que des termes periodiques dont les coefficients 
sont trfes-pelits; nous supposerons A < B < C, Taxe OX, etant le grand axe du 
spheroide lunaire qui est constamment dirige vers la Terre, et nous nous borne- 
rons a discuter les deux equations dont dependent les rotations /i et q. 
En posant, pourabreger, 

C~B , C-A . ■ 



nous aurons 



(3) 



i -^ -h a^qr = -*^ a' [9 sine/ -h y sin {(/ — §•)] sin (<p — v ), 



Or, on connait les integrales generales de ces equations privies de seconds niem- 
bres. Si Ton remplace r par sa valeur moyenne n, et si Ton represente par H et y7 
deux constantes arbitraires qui dependent de Tetat initial, ces integrales sont 

/> = Via cos (a^nt -hyj), 
qf = H 6 sin ( «€ n/ -f- yj ) ; 

elles indiquent une oscillation du pole autour de sa position moyenne, oscillation 

dont la periode est -s- ou -^9 T etant la duree de la revolution siderale de la 

Lune, et dont Tamplitude est H. Mais cette oscillation est insensible, comme toutes 
celles qui dependent de T^tat initial; on doit done supposer H = o. On voit alors 
que les valours de p et de y, d^terminees par les equations (3), sont necessaire- 
ment du second ordre, en regardant les facteurs a', 6^, 5, 7 comme des quantites 
tres-petites du premier ordre; et comme nous negligeons les quantites du troisieme 
ordre (a moins qu'elles ne puissent acquerir par Tintegration de trfes-petits divi- 
seurs), les equations (3) deviendront simplement 

-£ = -^ a» [9 sint^ -h y sin {v — g)] sin (9 — v), 
(4) { ^ 

' 57 = -V^^'[Ssin*;-hysin(f^ — g)]cos(<p-i'). 

V P 
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Cestsous cette forme que nous alloos les discuter. Nous ^tudierons sueeessivemenl 
ie mouvement de precession de Tiquateur luuaire, la nutation semi-mensuelle qui 
est ind^pendante de Texcentricite de Torbite, et la nutation a tongue periode qui 
depend de cette excentricite. Nous etablirons ensuite les formules necessaires pour 
comparer la theorie aux observations. 

II. Du mouvement de precession de V^quateur lunaire. 

Pour determiner le mouvement de precession de Tequateur lunaire, on pent evi- 
demment negliger les termes periodiques du rayon vecteur» de la longitude et de 

la libration en longitude, ce qui revient a supposer i; = ^ et ^ = w*. Alors les 

r 

equations (4) se reduisent a 

dp 

(5) (. 

Jl ~ 3n»6» [9 sin9 -h y sin (9 — g)]. 

On pourrait les integrer, mais cela n'est pas necessaire a notre objet actuel. 
Imaginons, en eflet, un nouvel axe 0Y\ mene perpendiculairement k OX dans le 
plan de Tequateur et dans le meme sens que OY, et appelons s et s' les compo- 
santes de la vitesse de rotation par rapport k OX et k OY'; nous aurons, par des 

formules connues, 

. g.d^ ds 
sm9-if = — -7-1 
at ndt 

(6) \ 

^ ^ ^ de d^ 



dt "^ ndt 

Or, les accelerations ^ ^ ^ s'obtiennent immediatement en projetant sur OX et 
sur OY' les accelerations "^ ®t "^^ On trouve ainsi 

ds da . 

d^ dq 

et, en vertu des equations (5) et (6), 

sin 0-^ — — in&[6 sin(f -f- y sin(<p — g^)]sin(p, 

do 

-^ = + 3nS'[9sin(p -4-ysin(<p — g^)]cos9. 
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En remplaQant Ics produits de sinus et de cosinus par des sommes, en suppri* 
mant tons les termcs qui dependent de 9, et en supposant sin9 = d, on trouve 

( " ) < 

f _rz:-i--/i6»ysingr. 

Ces formules sonl analogues a celles qui dcterminent le mouvement de preces- 
sion de I'equateur terreslre, quand on fait abstraction du deplacement s^culaire du 
plan de Tecliptiquc, et quand on neglige les termes k courtes periodes qui depen- 
dent des longitudes de la Lune et du Soleil. Mais, dans le probleme de la rotation 
de la Terre, Tangle g representerait la longitude du noeud descendant de Torbite 
lunaire comptee a partir de I'equinoxe d*automne, et Ton sait que cette longitude 
varie de o a — 271; en outre Tinclinaison de Tequateur terrestre sur Tecliptique 
est plus grande que Tinclinaison de I'orbite lunaire. En raison de ces deux circon- 
stances, les termes dependants de Tangle g produisent, dans le mouvement de 
Taxe de la Terre, une nutation qui a ete observee par Bradley, et qui n*a pas son 
analogue dans la theorie de la Lune. II resulte, en effet, des observations de 
D. Cassini, continuees jusqu'k nos jours, que le noeud descendant de Torbite 
lunaire sur Tecliptique ne s'ecarte jamais que tres-peu du nceud ascendant de 
Tequateur lunaire. On peut done supposer cos^= i, sin^=?^, et les formules (7) 
deviennent 

(8) < 

'/OS., 



Soit h la valeur moyenne de 6, et soit (-^7) le moyen mouvement des noeuds de 
Tequateur lunaire, on aura 

Soit i-jf) le moyen mouvement des noeuds de Torbe lunaire; on doit avoir rigou- 
reusement 

'dT) = [irr 

et, par suite, 

(9. (^) = -5„,.(,^|). 
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Comme on peut determiner par I'observation les quantit^s (-tt )> n, y el A, oette 
(lerniere equation permet de calculer le coefficient 6*. On en tire 

B designant dans cette formule la duree de la revolution siderale des noeuds de 
Torbile, tand is que T est la duree de la revolution siderale de la Lune elle-meme. 
En supposant 

A=I028'45^ T = 27^,3215, 

yrrSo ff48^ = 6793i,39, 
on trouve 

6^ = 0,000597 (*). 

Cela pose, pour integrer les equations (8), nous remarquerons qu*on a, par defi- 
nition, 

et, par suite, 

dfXdt) \ dt 

attendu que dans la question actuelle nous ne considerons que les positions 
moyennes des noeuds de Tequateur et de Torbite. Retrancbons done la premiere 
equation (8) de Tequation (9), il viendra 



dt :^ ' Bh ' 



ou bien, en remplagant au d^nominateur Qh par A', 

A cette equation il faut joindre la seconde ^uation (8), qui peut s*ecrire ainsi : 
(12) -L__i=^4--n6'yg^; 



(*) L'auteur de la Mecanique celeste ^ qui parvient k peu prds au rodme r^sultal, inlroduit dans ie» 

P — A p k 

formules — r — au lieu de — tt— ; mais cette substitution est sans innporlance, parce que la diffi6renc« do 

A D 

ces deux quantity est de Tordre du carr^ de I'une d'elles. 
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et des equations (i i) et (la) on tire immediatement 

H et Ti elant des constantes arbitraires qui dependent de Tets^t initial. 

On voit par les formules (i3) que les positions moyennes du noeud descendant 
de Torbite et du noeud ascendant de Tequateur coincident rigoureusement, et que 
la valeur moyenne de Q est rigoureusement egale k la valeur de h qui satisfait a 
I'equation (9); niais on voit en mSme temps que le noeud descendant de rorbite 
oscille de part et d'autre du noeud ascendant de Tequateur, et que Tinclinaison 6 
oscille en de(a et au dela de A. L'amplitude de ces oscillations est arbitraire; quant 
a leur duree, elle a pour expression 

^ ^, = = Sn^o jours environ. 

3n6'y y ' * 

Mais comme ces oscillations n'ont pas ete constatees par Tobservation, il faut 
admettre qu*on a, sinon rigoureusement, du moins a tres-peu pres, H = o; et, par 
suite. 

Nous analyserons dans un autre Memoire les conditions auxquelles la Lune a du 
satisfaire, dans son etat initial, pour que des phenomfenes aussi singuliers vinssent 
a se realiser (*). II suffit a notre objet aetuel de remarquer que la coincidence du 
noeud descendant moyen de Torbite avec le nceud ascendant moyen de Tequateur 
etant une fois etablie, cette coincidence se maintiendra indefiniment, malgr^ les 
variations periodiques ou seculaires que les forces perturbatrices pourront inlro- 

duire dans les elements n, y et {-^)'t car, si ces variations produisaient un ecart 

sensible entrc les deuxnoeuds, il en resulterait seulement des oscillations dont la 
loi est determinee par les formules (i3). Mais, comme Tinclinaison moyenne A de 

I'equateursur Tecliptique est liee aux elements '^t 7 ^M"^)' P®^ ^^ relation 



(*) Ce serait une orreur de croire, comme le veulcnt quelques auteurs, que la coincidence du nceud 
descendant de I'orbite et du noeud ascendant de T^ualeur est une cons^ence ndcessaire de I'^galit^ des 
moyons mouvements de rotation et de revolution. II est possible que ces deux phenom^nes aient une origine 
commune, et nous essay erons m^me de faire voir que cela est probable ; mais ils ne dependent pas n^ces- 
sairement Tun de Pautre, et Ton pourrait concevoir que le second existAt sans que le premier eOt lieu. 
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on doit sc demaDder si les variations seculaires de ces elements n*inlroduisent pas 
dans h une variation eorrespondahte. Or, on sait que Ics variations seculaires 
de rinclinaison 7 de Torbite sur Tecliptique vraie sont insensibles; on sait de 
plus que si Ton designe par dn la variation du moyen mouvement au bout d'un 
temps quelconque, la variation de la vitesse moyen ne des noeuds de Torhite est 
H- 0,735452(^/1. En difTerentiant Tequation (9), nous auronsdonc 

0,735452 3« =: ~ - €M I -h 1 1 3^1 -h - /i6' ^, 6/1. 

De cette equation Ton peut tirer ih en fonction de dn\ mais il est evident que eetle 

variation est insensible, malgre la petitesse du diviseur -/iS^^,, a cause de Tex- 

treme lenteur avec laquelle n varie. On doit done regarder comme constanle rin- 
clinaison moyenne de I'equateur lunaire sur Tecliptique; et il en est de meme, par 
consequent, de Tinclinaison de cet equaleur sur le plan de Torbite. La seule cause 
qui pourrait faire varier h sensiblement serait une modification qui surviendrait 
dans la constitution interieure de la Lune, et par suite dans la valeur du coeffi- 
cient S^. 



HI. De la nutation semirmensuelle qui est indSpendante de V excentricite 

de I'orbite. 

Par ce qui precede, on peut, dans les equations (4)» supposer g=^o. Si Ton 
continue a regarder I'orbite comme circulaire, et si Ton fait, par consequent, 

^ = /i' et f' =,9, ces equations deviennent 

dp 

('4) 



i5=-" 



^&{e -hy)sinQ. 

En negligeant les quantites Ires-petites du troisieme ordre, on trouve facilenienl 
que les parties non arbitraires de leurs integrates sont 

q= — 3n$*(A -hy)coS9. 

\ It T 
Observons que, par la formule (10), le coefficient S* est egal ^ \'Y^'V)^ ^' 

posons, pour abreger, 

(i5) r = - 6M A -^- y} = A 7T =- arc ?.!",/{; 

Annales scientifiqitcs de Vtcole Normale superieure, To/ne HI, ^-> 
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res inlegrales s'ecriront ainsi : 



{'6) 

{ q — -^ 2/i^cos<p. 

Telles soDt les formules qui determiaeat le deplacement des poles de rotation a 
la surface du spheroide lunaire, lorsqu'on fait abstraction de Texcentricite de 
rorbite. On y lit immediatement que Taxe instantane de rotation reste toujours 
compris dans le plan Z,OY, perpendiculaire au grand axe dirige vers la Terre, el 
qu'il oscille dans ce plan, en faisant avec Taxe de Tequateur un angle dont le sinus 
on la tangentc a pour expression 

(17) 2=:^- 2^0059 (*). 

L*anipiitude totale de cette oscillation est ^gale a 4?9 ou a SS^^^G; sa periode est la 
nieme que celle de Tangle 9, c'est-k-dire qu'elle est egale a la dur6e de la revolu- 
tion de la Lune par rapport a la ligne mobile des noeuds, ou a 27^,218. 

Nous allons chercher maintenant comment Taxe de rotation se deplace dans 
Tespace, en ayant soin de distinguer Taxe instantane de Taxe geometrique. Cette 
distinction serait superflue dans la iheorie de la Terre, parce que Tecart maximum 
des deux axes est d'environ 7—7 de secondc; mais ici elle est evidemmenl neces- 
saire. 

Considerons d'abord Taxe geometrique 0Z| et I'equateur geometrique qui eon- 
lient les deux axes OX, et OY, . Le deplacement de ce systeme d'axes est determine 
par les formules comiues 

sm0 -~- — p sm9 4- q COS9, 
-^=/;coso-7sm9, 



(*) D'apr^s les formules de Poisson, cette oscillation plane devrait ^tre remplac6e par une oscillalioti 
circulairc : I'axe instantand de rotation d^crirait aulour de Taxe de I'equateur un c6ne de revolution ayant 
pour demi-ouverture Tangle que nous avons appel6 ^. Mais Poisson a n^glig^ des quantitds du m^me ordre 
de grandeur que oelles qu'il a calcul^es. En r^lit^, Tosciliation plane, que repr^sente la formule (17), est 
la resultants do deux oscillations clliptiques de mSme periode , de mdme amplitude et de sens contraires. 
Ces deux oscillations se composent comme deux rayons lumineux de m^me longueur d'onde, de m^me 
phase et de m^me intensity, polarises elliptiquement en sens contraires, et donnant un rayon polarise recti* 
lignement. Dans un autre travail, nous aurons Toccasion de d^velopper ces considerations : nous nous 
bornons aujourd'hui k etablir, par la voie la plus directe, les formules definitives. 
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dans lesquelles il faut substituer pour/i ct^ Ics valeurs (i6). On obtient ainsi 

sinO -^ =: — ^n^ cos*9, 
do ^ y . 

et, en rcmplaQant Ics produits de sinus par des sommes, 

sinO-^ = — n?(i -4-00529), 

('8) { 

f -^ = -h nS 51029. 

Le terin^ independant de 9, qui se trouve dans Texpression de -^^ represenle, 

ooinmc il est facile de s'en assurer, le mouvement do precession que nous avons 
deja considere. Quant aux termes periodiques qui entrent dans les deux for- 
mules (18), ils indiquent une nutation circulaire de sens direct, dont le rayon 

est -9 et dont la periode est egale a la moitie de la revolution de la Lune par rap- 
port a la ligne mobile des noeuds, ou a 1 3^609. En effet, si Ton designe par i|/,„ la 
longitude moyenne du noeud ascendant de Tequateur g^om^trique, les integrales 
(le ces equations peuvent s'ecrire ainsi : 

(•9) I 

Q —- h C0S2O, 

2 ^ 

aux quantites pres du troisieme ordre. 

Considerons en second lieu Taxe instantane, ainsi que Tequateur apparent (|ui 
lui est perpendiculaire; appelons 0' et ^' Tinclinaison et la longitude du noeud 

Fig. Q. 




V, 



v^ 



I 



ascendant de Tequateur apparent, pour les distinguer des quantites analogues qui 
se rapportent a Tequaleur geometrique, ct remarquons sur-le-champ que la valeur 

35. 
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moyenne de t|;' ne peut pas differer de la valeur moyenne de i}/, mais que la valeur 
moyenne de 6' n'est pas egale a la valeur moyenne de 6. En effet, soil OU {Jig- ^) 
Taxe inslantane, soit OX' la trace de Tequateur apparent sur le plan de Tecliptique, 
et soit ^^ Tangle X'OX. Dans le triangle spherique ZZ,U forme par les poles de 
rediptique, de Tequatcur geometrique et de Tequateur apparent, on a 

ZZ, = 9, 

ZU =i6\ 

UZ, .— S. — ^ 2? coso, 
n 

angle Z,ZU = o^, 

angle UZ, Z — angle XOX, = 9, 

parce que I'axe OX, est perpendiculaire au plan Z, OY, qui contient Taxe OU. 
On a done, dans ce triangle^ 

— 2tros0 — Csinacp 



sino^ — sin 9 



sin 6' sin0' 



et Ton voit par la que la valeur moyenne de ^f}f est nulle, comme on devait s'y 
attendre. Le meme triangle fournit encore la relation 

cosO' = COS0 — 2?cos9sin9cos9, 
cos6' =: cosO — ^(i -h cos2 9)sin0; 

d'oii Ton tire, en appelant h' la valeur moyenne de $', 

cos A' = cos A — ?sinA, 
cosA' = cos (A -4-S)» 
A' =. A -h ?. 

Cela pose, nous obtiendrons facilement les variations de 6' et de ^ ^^ projelant, 

comme nous Tavons dej'a fait, les accelerations -^ et -^» donnees par les for- 

mules ( 1 4), sur Taxe OX (que Ton peut regarder comme se confondant avec OX') 
et sur Taxe auxiliaire OY' mene perpendiculairement k OX dans le plan de Tequa- 
teur geometrique. En appelant 5 et s' les vitesses de rotation par rapport a ces 

axes, on trouve 

fls da , .^. , 

-^ = — -^sm9 = — n2?(i — COS29), 



ffs' da ,j, . 

-7- = -h -j^ cosc;= -4- /i'2!sm2o. 

(// dt ' 



Mais on a 



. ^,d^Y ds dO' 

SinO'— ~~ r:i —77- 



ds' 
dt ~ ndt' dt '" ndt'' 



il vient done 
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sin0' -y- =r — /j5(t — COS29), 



IV J 



lit 

dt 



= — n^sxniQ. 



En integrant ces equations, et en ayant egard aux remarques que nous avons faites 
sur les valeurs moyennes, on trouve facilement, aux quantites pr^s du troisieme 
ordre. 



(00) 



v^' ^ 4^*. H r-^ sin 2 o, 

^ ^ 2 sin A 

I 6' =/i -f.5-4-lcos29. 



La coaiparaison de ces formules aux formules (19) montre que Taxe insiantane 
et i'axe geometrique subissent des nutations de meme periode, de menie amplitude 
et de meme sens, mais que les positions des deux poles, sur leurs cercles de nuta- 
tion, different toujoursde 180 degr^s. La raison de cette particularite va etre mise 
en evidence par la construction suivante. 

Quel que soit le mouvement d'un corps autour d'un point, Taxe instantane de 
rotation decrit un certain cone 2' dans I'espace absolu, et un autre cone 2 dans 
rinterieur du corps, et Ton pent toujours produire le mouvement qui a lieu en 
faisant rouler sans glissement le cdne 2 sur le cone 2'; voyons quels sont oes deux 







cones dans la question actuelle. Le centre de la sphere celeste coincidant avec If 
centre de gravite de la Lune, soit Z [fig. 3) le pole de Tecliptique, et soil P la posi- 
tion moyenne, ^ une epoque quelconque, du pole de Tequateur apparent. En vertu 
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fill mouvemcnl de precession, le point P decrit autour de Z, dans le sens retrograde 
et dans le temps 9, un cercle dont la distance polaire esih-h^. Mais les formules {20) 
indiquent en outre une nutation, qui consiste en ce que le pole instantane decrit 

T C 

autour du point P, dans le sens direct et dans le temps — (*), un cercle de rayon -; 

il est facile de composer ces deux rhouvements en un seul. En effet, le rapport 

dos vitesses angulaires autour des axes OP et OZ est -^^ ^ '^ rapport des distances 

angulaires qui correspondent aux rayons des cercles est sensiblement -j ou -r^; 

do plus, ? est tres-petit par rapport h h. 11 resulte done, soil de la theorie des epi- 
cycloides, soit de la composition des rotations, que, si Ton imagine un cercle decrit 

du point Z comme pole, avec la distance polaire ZF = A -4- ^ -t- -> le mouvement 

du pole instantane pourra etre represents en faisant rouler, sans glissement, dans 

I'interieur de ce cercle, un petit cercle de rayon PF = -• Le pole instantane decrit 

done sur la sphere celeste une Spicyclo'ide FLGMH..., et cette Spicycloide est la 
base du cone que nous avons appele 2'. Ghaque branche FLG de cette courbe est 

decrite par le pole dans le temps —> et sa longueur est egale a quatre fois le dia- 

metre du cercle generateur, c'est-k-dire a /j ?. 
Or, le cone que nous avons appele 1 se reduit, par ce qui precede, a un angle 

plan, que Taxe instantane decrit egalenient dans le temps —» et qui intercepte sur 

la sphere celeste un arc WUV dont la longueur est 4?; de plus, on montrerait sans 
difticulte, si cette verification etait necessaire, que la vitesse du pole est la meme 
sur Tepicycloide et sur Tare de cercle, en des points correspondants. Les choses se 
passent done comme si le secteur circulaire WUV roiilait sans glisser sur le cone 
ondule 2'; el il est evident qu'il n*y a pas de solution de continuitelorsque le pole 
arrive successivement aux divers points de rebroussement F, G, H,..., parce qu'en 
ces points les plans tangents au cone 2' vont passer par I'axe OZ. Remarquons 
enfm que le point Z^, pole de Tequateur geometrique, est toujours le milieu de 
Tare WUV. Ce point decrit done sur la sphere celeste une seconde epicycloide 
LMN... dont la premiere est la developpee; et Ton voit clairement pourquoi les 
inclinaisons moyennes des axes OZ, et OU sur Faxe OZ different de ^, et pourquoi 
les positions des deux poles Z, et U sur leurs cercles de nutation different constam- 
ment de 180 degres. 



( *] Plus cxactomcnt dans un temps ^gal ^ la moitie de la revolution de la Lune par rapport a la lignc 
mobile des noeuds, ou en 13^609. 
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IV. De la nutation a longue p^riode qui depend de V excentvicite 

de Vorhite. 

Lagrange et Laplace avaient neglige rexcentricite de Torbite el les perlurba- 
lions : lous les termes qui en dependent ayant en effet des coefficients tres-petits, 
et etant multiplies par des produits de deux facteurs tres-petits (x}0, a^y, S* 9 ou 
6^7, sont en general du troisicme ordre, et par consequent negligeables. On 
congoit neanmoins que plusieurs d'entre eux peuvent passer au second ordre et 
devenir sensibles, en acquerant par Tintegration de tres-petits diviseurs : tels sont 
ceux qui ont pour argument la distance du perigee lunaire au noeud ascendant de 
Torbite geocentrique, ou, ce qui est la meme chose, la distance du periselene de la 
Terre au noeud descendant de I'orbite sclenocentrique. C'est Poisson qui a reconnu 
Tinfluence de ces termes. En examinant de nouveau cette question, nous n'en 
avons pas trouve d'autres que ceux que Poisson avait signales, et meme il nous a 
paru que les calculs de ce grand geometre pouvaient etre simplifies en un point 
important. Poisson tientcompte d'une inegalite en latitude qui est proportionnelle 
a eysinE, e etant Texcentricite de Torbiie et E la distance du periselene au noeud 
descendant; de sorte qu'en designant par X la latitude de la Terre vue de la Lune, 
il suppose 

langX = — y sine — key sinE. 

Mais la valeur numerique du coefficient k est 0,01955 (*) : ce coefficient est dune 
du meme ordre de grandeur que i'excentricite. Et comme, dans cette analyse, on 
neglige tous les termes qui dependent du carre de Texcentricite, nous croyons 
pouvoir poser simplement 

tangX= — yslnc. 

Au reste, la legitimile de cette simplification sera yeviHee a posteriori par Tacconl 
de nos resultats numeriques avec ceux de Poisson. 

Reprenons done les equations {/^), qui ont ete etablies eo supposant que tang X 
ou X est egale a — 7 sint^. En faisant dans ces equations ^ = o, et en remplacant 5 
par sa valeur moyenne h, elles deviennent 

[dp 3/m . 

121) ^ ^ 



/ -ij — -^ 6*(A -4-y)sinf cos(9 — t). 



(•) MvcanUjuc celeste^ t. Ill, p. 199 et a33 (ancicnne edition). 
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Mais raiiomalic moyenne de la Terrc vue de la Lune est 9 — E, et Ton a, en negli- 
^e'Ani les ternies en c^, et en appelant a le demi-grand axe de Torbile, 

p = a[i — ecos(9 — E)], 

p-' = «-^[i -h 3ecos(9 — E)], 

t^^ 9 -h 2esin(9 — E), 

sinc=: sin9 4- 2esin(9 — E)cos9, 

sin(9 —.v) = — aesin(9 ~ E)» 

cos(9 — t')— I. 

En substiluant ces valcurs dans les equations (21), et en remplaQant ^- par n^, 
on trouve 

-^ — — 3/i'a»(/i -¥■ y) 2esin(9 ~ E)sin9, 

^ - -f 3n?&{h -h y)[sin9 -h 2esin(9 — E) COS9 4- 3ecos(9 — Ejsino]. 

Observons maintenant que 

9. sin(9 — E)sin9 = cosE — 008(29 — E), 

2 sin (9 — E)cos9 = sin(29 — E) — sinE, 

3 

3cos(9 — E)sin 9 — -[sin(2 9 — E) -h sinE]. 

Si Ton neglige les ternies qui ont pour facteur e, et qui ne peuvent pas acquerir 
par Tintegration de trcs-pelits diviseurs, il vient enfin 

I -^ — — 3/i'a'(A -hy)ecosE, 

(7.2) < 



( ^ = 4- 3/i'6=(A 4-y)(sin9 4- ^sinE^ 



Telles sont les equations qu'il faut inlegrer. 

On sail que Tangle E augmente constamment, paree que la ligne des mruds 
retrograde et parce que le periselene est anime d'un mouvement direct. Represen- 

-T- J le moyen mouvement du periselene par rapporl au nocud de I'or- 

l)ilo, H p(tsons 

■57)='"' 
le coofticienl / elant egal, par les observations, a 0,01247. P^^sons encore, conime 
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precedemment, 

les parties non arbitraires des integrales des equations (22) auront pour expression 

ip= -2»r|5.^^sinE, 

(23) ^ 

J €' 

I q = ^ 2/1? COS9 — «? - cosE. 

Le ternie dont I'argument est 9 determine la nutation semi-mensuelle, que nous 
avons etudiee dans le paragraphe pr^c^dent; les termes dont Targument est E de- 
terminent une nutation d'une nouvelle espece, dont la periode est egale a la revo- 
lution du periselene par rapport au noeud descendant > ou a 2191 jours environ. 
Cette seconde nutation joue le role d*une variation seeulaire par rapport a la pre- 
miere, comme nous allons le reconnaitre. 

En prenant seulemcnt dans les formules (23) les termes dont Targument est E, 
on a 



(^4) 

n 






2 = — 5 -rCOSE. 



Ces formules expriment que Taxe instantane de rotation decrit autour de Taxe 
geometrique 0Z|, dans Tinterieur du globe lunaire, un cone a base elliptique. 
Mais la base de cc cone est tres-aplatie; elle se reduit sensiblement a son grand 
axe. En effet, toutes les observations de la libration en longitude s'accordent a 

donner au rapport T7 une valeur presque egale a celle du rapport ^ - 

Nicollet a trouve, d'apres les observations de Bouvard et les siennes propres (*), 
que le maximum de Tequation annuelle de cette libration est de 4'5o"; on eu 
conclut 

= OyOOO 004. 

D'un autre cote, nous avons trouve 

— g— =0,000597. 



De la on tire a tres-peu pres 



n= 0,000 o33, 



{*) Connaissance ties Temps pour 1822 et pour iSaS. 

yinnaUs scienti/i'ques de I'tcoU Normale sup^rieure. Tome lU. 36 
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c?t, par consequent, 

a» 33 1 

-r^ = ^ — = -75 environ. 

6^ 597 18 

Ainsi Ic rapport g-, est du meme ordre de grandeur que I'excenlricite de I'orbite. 

On pent done, dans les formules (24), regarder la valeur de p comme negligeable 
devant celle de 9; en d'auti'es termes, on pent (au moins dans une premiere 
approximation) supposer que I'oscillation de I'axe instantane qu'indiquent ces for- 
mules s'execute, comme la premiere, dans le plan principal Z,OY|. 

Remarquons maintenant que Tangle ^ est egal, par ce qui precede, a ai",/i, et 
qu'on a, par les observations, 

e =rr 0,05486, 

1 = 4,3994. 

11 en resulte que le sinus ou la tangente de Tangle compris entre Taxe instantane 
et Taxe geometrique est donne par la formule 

^=r -(42",8)cos9-(9^",i5)cosE. 

On pent done se representer le mouvement de Taxe instantane, dans Tinterieur du 
spheroide lunaire, en concevant dans le plan principal Z, OY, : i® Taxe geome- 
trique OZ, {/ig. 4); 2^ un axe fictif OZ2, qui oscille de part ct d'autre de OZ,, en 



Fijj. 4. 



/ 

/ 

r 
/ 

/ 



Z I r. 




\ 
\ 



/ 



faisant Tangle Z, OZ2 egal a — (94", 1 5) cosE; 3" Taxe instantane OU, qui oscille 
de part et d'autre de OZa, en faisant Tangle Z2OU egal a — (42",8)cos9. Les 
durees de ces deux oscillations (completes) sont respectivement de 2191 jours et 
de 27^,218. Admettons, pour un instant, que Taxe OZ2 reste immobile pendant 
une oscillation simple de Taxe OU, c'est-a-dire pendant la duree d'une denii- 
revolution de la Lune par rapport a la ligne mobile des noeuds : alorsla construction 
du paragraphe precedent {/ig. 3) subsiste sans autre modification que d'appliquer 
a Taxe OZ2 ce qui se rapportait a Taxe OZ,. On pent encore dire que le secteur 
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cireulaire WUV roule sans glisser sur le cone ondule FLGMH..., seuleinenl r'cst le 
point Za, et non le point Z|, qui est le milieu de Tare WY; et si Ton appclle Hi 
la variation tres-petite de Tangle E pendant que le pole inslantane decrit, par 
exemple, la branche FLG de Tepicycloide, il faut imaginer qu'au passage de cello 
branche a la suivante GMH le plan principal Z, OY, tourne autour de Taxe OX, de 
la quantite -h (9/1", i5)sinEc?E, en glissant sur le plan tangent dont la trace 
est ZG. Mais comme le mouvement oscillatoirede Taxe OZ3 estcontinu, aussi bien 
que celui de I'axe OU, on obtiendra une image plus exacte et plus complete du 
phenomene en faisant rouler et glisser en meme temps le plan Z, OY, sur le cone 
epicycloidal; la vitesse ^e glissement etant egale a chaque instant a la vitesse an- 
gulaire de I'axe OZj par rapport a Taxe OZ, , et ayant pour expression analytique 
-h /i^esinE. 

II y aurait peu d'interet h pousser plus loin cette analyse; mais, pour pouvoir 
comparer la theorie aux observations , il est necessaire d'etablir les formules com- 
pletes qui determinent le mouvement de Taxe OZ, et de Tequateur geometrique. 
On obtiendra ces formules en substituant dans les equations 

sinO -^ = p sinc^ -h 9COS9, 

d9 

— =/?cos9— - qs\n(p, 

les valeurs (23) de p et de q (*). On aura ainsi 

sin0 -r^ = — nu I -f- COS29 -+- CcosEcoscp -+- ^§9 -rsinEsincpj. 

(19 ^/. e ^ , cf} e . ^ \ 

-7- =-f-/insm29-h •rCosEsm9 — 2— -7smEcos9l- 

Integrons ces equations, en negligeant les moyens mouvements du periselene et du 
noeud devant le moyen mouvement de rotation; il viendra 

J^ = vl;, f— r (sin 29 -f-2-7C0sEsin9 — 4;?; TsinEcos9)^ 

, ^ ^ 2 sin A V ^ I ^ ^6M ^ J 

(25) ^ 

f C = A — -(cos 2 9 -f- 2-rCOsEcos9 -+-4r^ -sinEsin9)- 

Les valeurs numeriques des coefficients de ces formules dependent de Tinclinai- 
son moyenne h. On suppose ordinairement, d'apres Nicollet, 

A = i«28'45"; 



(*) On doit observer que la valeur de/?, donn6e par les formules (23), est tr^s-petite par rapport au 
second terme de 7, mais non par rapport au premier. 

36. 
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mais, pour des raisons que nous indiquerons tout a Theure, la valcur de celte 
constante nous parait mal d^tcrminee^ sans que Tincertitude dont elle est affectee 

puisse influer d'une maniere sensible sur les valeurs absolues de ^ et de ^5* Nous 

laisserons done h arbitraire, en supposant n^anmoins ^ = arc 21", 4 ^^ g; = "^^ 
et nous aurons enfin 



(26) 



^ = ^^ — (4i4%7 ) sin 29 - (3649",3) cosE sin9 -f- (4o5",5)sinEcos9, 
Q z=ih — (ro'', 7) cos 2 9 — {94'',i5)cosEcos9 — (10^^,5) sin E sin 9. 



Ces formules s'accordent avec celles que Poisson a donnees dans la Connaissance 
des Terras pour 1822, si ce n'est que Poisson a omis les termes qui dependent de 

Tangle 29, et qu'il a adopte pour le rapport ^^ une valeur un peu differente de 

celle qui resulte des derniers calculs de Nicollet. Quant a Tinegalite du mouve- 
ment de la Lune en latitude + ^^ysinE, dont Poisson a tenu.compte et que nous 
avons cru pouvoir negliger, elle nc modifie que d'une maniere tout k fait insensible 
les coefficients des termes oil entre cosE. 



V. Sur la comparaison de la t/iSorie aux observations. 



Concevons les deux systemes d'axes rectangulaires [fig. 5) qui ont pour origine 
le centre de gravite de la Lune, et que nous avons deja defmis : i** les axes OX, OY, 



Fig. 5. 




i^m/ 



' / 

parallfeles au plan de Tecliplique, et OZ perpendiculaire k ce plan; 2** les axes 
principaux d inertie OX,, OY,, OZ,. Ces deux systemes sont superposables; I'axe 
OZ est dirige vers le pole boreal de Tecliptique, I'axe OX est la trace de Tequateur 
lunaire sur Fecliptique, dirigee vers le noeud moyen ascendant de cet equateur ou 
vers le noeud moyen descendant de Torbite terrestre, et Ton passe des x positifs 
aux/ positifs par une rotation directe de 90 degr6s autour de OZ. Les formules (26 ) 
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(lonnent a cliaque instant rinclinaison 6 de Taxe OZ, sur I'axe OZ, et ia longi- 
tude ^ de i'axe OX compile a parlir d*une droite 0^, que I'on peut faire coincider, 
si I'bn veut, avec la ligne dcs equinoxes : ces formules determinent done comple- 
tement la position du plan de Tequateur lunaire. Quant a la position de Taxe 0X| 
dans ce plan, elle est determinee par Tangle y eompris entre OX, et OX, et compte 
dans le sens direct. On sait que la valeur moyenne de Tangle f est 6gale h la lon- 
gitude moyenne de la Terre comptee a partir de OX; mais cet angle 9 est affecte 
d'inegalites p^riodiques qui constituent ce qu*on appelle la libration reelle en Ion- 
gitude, et que nous n'avons pas calculees. En designant parfx la libration en lon- 
gitude, nous supposerons d'apres Poisson [Connaissance des Temps pour 1821), 

____3(B — A) (6"i8^2'^)sin(anom.moy.C) 3(B~A) (ii^9^)sin(anom.nioy.Q ) 
(77) /x- ^ 3(H-A) C * ^^ 3(B-A) 

0,9832 i— ^5 — o,oo5o p — ' 

Nous appellerons v, comme precedemment, la longitude moyenne selenocentrique 
de la Terre comptee a partir de OX, ou, ce qui est la meme chose, la longitude 
moyenne geocentrique de la Lune comptee du noeud ascendant de son orbite, et 
nous aurons 

Les longitudes moyennes v et <ifn sont donn^es k chaque instant par les tables : 
ainsi les positions des deux systemes XYZ et X, Y, Z, sont completement determi- 
nees. 

Cela pose, considerons une tache lunaire, que nousdesignerons par M; appelons 
J7, J, z ses coordonnees selenocentriques^ par rapport au systeme XYZ; et a^i, j,, z, 
ses coordonnees selenographiques, par rapport au systeme X|Y| Z|. Les coordon- 
nees s^lenographiques sont conslantes pour la meme tache, mais les coordonnees 
selenocentriques varient avec le temps, et nous allons nous proposer d'abord 
d'exprimer les coordonnees selenocentriques en fonction du temps et des coordon- 
nees selenographiques. En negligeant le carre de 9, on trouve par les formules 
generates de transformation, ou plus directement par voie de projection, 

:r = j:, cos<p — J, sin9, 

(29) I j= :r, sin9 -f-/, coscp — -3i 0, 

( z = X, sin9 -f-jri0cos9 4- 3i. 

Mais il convient de substituer aux coordonnees recta ngulaires les coordonnees po- 
laires. Soientr le rayon vecteurqui joint le centre de gravity de la Lune a la tache M, 
•C la longitude selenocentrique de cette tache comptee a partir de 0^, et X sa lati- 
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tude selenocenlrique, comptee a partir de recliptique, on a 

X — rcosXcos(^ — +)♦ 
y— rcosX sin(^ — +)> 
z=^rsinX. 

Soient ri> la longitude selenographique de la ineme tache, comptee dans le sens 
direct a partir du meridien principal Z, OX,, et soit (J) sa latitude selenographique, 
comptee a partir de I'equateur, on a de meme 

Xt — rcoscDcos«vl., 
J, — rcosCD siUol;, 
r, -= r sin CD. 

En portani ces valeurs dans les formules (29), il vient 

icos).cos(4^— vj;)--cos(Ocos(^l, -+-9), 
cosXsin(^— vj;) = cos(Dsin(<A. -t- 9) — 6 sinro, 
sin?. =: sin(0 -f- Ocos(Dsin(cl -f-9). 

II est evident d'aillcurs qu'on aurait pu obtenir ces dernieres formules par la con- 
sideration du triangle spherique dont les sommets sont la tache M, le pole de 
Tecliptique et le pole de Tequateur. 

Les formules (3o) peuvent etre mises sous une forme plus commode pour le 
calcul num^rique. En effet, puisqu'on neglige le carre de 6, la troisieme de ces 
formules pent s'ecrire 

sln>. = sin[(P -+- Osin(ai. -+- 9)]; 
on a done 

f3i) X~(0 4- Osin(^l, -4-9). 

On tire de la 

cos). — cos(S> — 0sincOsin(x •+- 9); 

et, en substituant cette valeur dans Tune ou dans Tautre des deux premieres for- 
mules (3o), on en deduit facilement 

(32) -C— + — -vV' -+-9 --0iang(Dcos(ci, -f- 9). 

Mais on doit observer que cette derniere formule (32) suppose que la quantite 
Q tang® est du meme ordre de grandeur que 9, ce qui exige que la tache M ne soit 
pas tres-eloignee de Tequateur. Avec cette restriction, Ton pent considerer les for- 
mules (3i) et (32) comme exprimant les coordonnees selenocentriquesd'une tache 
quelconque en fonction des coordonnees selenographiques et du temps. Voyons 
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maintenant comment on pent determiner ces memes coordonnees selenocen- 
triques C et X, par I'observation directe. 

Supposons que la fig. 6 represente le disque lunaire vu du centre de la Terre; 
soient m la perspective de la tache M sur ce disque, a le centre du disque, ttti' la 




trace du cercle de latitude, pp' la trace du cercle de declinaison, cdh trace du 
parallele sur lequel se trouve la Lune au moment de Tobservation. De la surface de 
la Terre on pent mesurer directement ou indireetement (*) (sauf k appliquer aux 
mesures des corrections convenables) la distance am et Tangle map. D'ailleurs 
Tangle pan pent etre calcule dans le triangle spherique geoccntrique dont les 
sommets sont le pole de Tecliptique, le pole de Tequateur terrestre et le centre de 
la Lune : on connait done Tangle man. 
Soit le centre de la Lune {/ig. 7); soit M la tache, qui dans hjig. 6 se projette 




en m, et soit nan' le cercle de latitude qui passe par le centre du disque. Dans le 
triangle spherique TraM, on connait Tangle Man^ qui, dans h Jig.G, se projette 
en vraie grandeur suivant man; on connait le cote na^ qui est la distance seleno- 



(*) Nous didons tUrectement on indireetement ^ parce que le choix des quantilds qui font Tobjet d*une 
mesure directe depend de la nature de Tinstrument et du micrometre dont on fait usage. Avcc un instru- 
ment monte parallactiquement et muni d*un micrometre ^ fils rectangulaires, les quantit^s qu'on mesure 
directement sont : 1° la difference en ascension droite do la tache et du bord oriental ou occidental de la 
Lune; 2^ la difference en declinaison de la tache et du l)ord inferieur on spperieur. On en conclut les deux 
cetes de Tangle droit du triangle rectangle abm (y^,^. 6), et par suite Thypotenuse am et Tangle amlf 
ou map. 
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centrique de la Terre au pole de l*ecliptique {na = 90® -f- latitude geocentrique de 
la Lune)> et je dis que Ton connait aussi le cote aM. En effet, soient et T les 
angles sous lesquels I'arc aM est vu du centre de la Lune et du centre de la Terre, 
soient reip les rayons vecteurs qui joignent le centre de la Lune a la tacbeM et au 
centre de la Terre, et soit A le diametre apparent de la Lune vue du centre de la 
Terre; dans le triangle rectiligne OMT, on a 

sin(0 -4-T)=: -sinl =: T-- 

' r .A 

sin— 
2 

Or, Tangle T a ete niesure; le diametre apparent A peut etre tire des ephemerides, 
avec quelques corrections dans le detail desquelles nous ne croyons pas devoir 
entrer; on peut done calculer Tangle 0, dont Tare aM est la mesure. Ainsi, dans le 
triangle spherique TraM on connait deux cotes et Tangle compris : on peut done 
calculer le cote ;rM et Tangle Mrra. Mais le c6te ttM est le complement de X; 
Tangle Mna est ^gal a ^ moins la longitude selenocentrique de la Terre. Le pro- 
bleme est done resolu. En egalant les valeurs de 41 et de X, donnees par Tobserva- 
tion, a leurs expressions analytiques (3i) et (3:2), on obtient deux equations 011 
entrent comme inconnues les coordonnees selenographiques eX^ et (D et les diverses 
constantes de la libration. En faisant plusieurs observations de la meme tache, on 
obtient entre les memes quantites autant d'equations de condition qu*on le veut ; 
on traite ensuite ces equations par la metbode des moindres carres. 

Un voit que tout repose sur la metbode directe ou indirecte de la distance am 
et de Tangle map {Jig. 6) ; et il faut bien reconnaitre que, de quelque faQon qu'on 
s'y prenne, on ne peut pas esperer d'atteindre une grande precision, attendu 
qu*une variation selenocentrique de 90 degres dans la distance am correspond a 
une variation geocentrique de i5 a 16 minutes. Mais ces variations ne sont pas 
proportionnelles, et il est facile de voir que la position la plus favorable est celle 
d'une tacbe qui n*est pas tres-eloignee du centre du disque. Sous ce rapport, la 
X^clie Manitius, sur laquelle ontporte d'abord les observations de Mayer, puis celles 
de Bouvard et de Nicollet, est assez bien cboisie, puisque ses coordonnees seleno- 
grapbiques sont environ ai, = i5** et © = 9^; mais, d'aprcs une remarque de 
MM. Beer et Msedler, cette tacbe est mal cboisie sous d'autres rapports. Elle con- 
siste, en effet, en une espece de dome qui se presente sous des aspects varies, aux 
diverses epoques de la lunaison, selon la maniere dont le Soleil Teclaire : il en re- 
suite que dans les differentes observations on n'est pas sur de viser au meme point. 
Bouvard et Nicollet se servaient d'une lunette d'un metre de longueur, montee 
parallactiquement, et munie d'un micrometre qui consistait en une lame de verre 
sur laquelle etaient traces des traits equidistants. MM. Beer et Maedler ont pro- 
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pose de remplacer ce micrometre par Theliometre de Fraunhofer, que les travaux 
de Bessel ont rendu celebre, et de faire porter les observations sur un cratere tres- 
clair, qu'ils ont nomme McestingA dans leur Mappa selenographica, et qui presente 
un point devisee parfaitement net : toutefois il ne parait pas que les tentatives qui 
ont ete faites sur ces indications aient conduit k des resultats satisfaisants. 
Peut-etre conviendrait-il de substituer aux mesures prises sur des images aerienoes 
et fugitives des mesures prises sur des images photographiques sufQsamment 
nettes et suffisamment agrandies, telies que celles qu'obtient M. Warren de la Rue ; 
mais c'est un point qu'on ne saurait decider qu*apres des observations compara- 
tives, prolongees pendant plusieurs lunaisons. 

Quoi qu'il en soit, c'est encore au travail de Bouvard et de Nicollet qu'il faut 
recourir, dans Tetat actuel, pour avoir les constantes de la libration; mais, inde- 
pendamment de la methode d'observation et du choix de la tache observee, la 
discussion faite par Nicollet nous parait donner lieu a une objection grave. Dans le 
but de verifier le theoreme de D. Cassini sur la coincidence des noeuds de Fequa- 
teur et de I'orbite, Nicollet introduit comme inconnue dans ses calculs la distance 
de ces deux noeuds, qu'il designe par ^. Cette quantite, que nous avons representee 
par ^ — vj;^, a pour expression, d'apres nos formules, 

— (4i4",7)sin29 — (3649^3)cosEsin9-f-(4o5^5)sinEcos9; 

elle est done essentiellement periodique. Nicollet la traite comme une constante, 
ce qui revient h ne considerer que sa valeur moyenne, et il trouve 

d.^009',9-. 

Or, il resulte de notre tbeorie que la valeur moyenne de c? est rigoureusement 
nulle. L'introduction de cette quantite (quand on neglige les termes periodiques) 
ne pent done avoir pour effet que de compliquer sans necessite les calculs, et de 
Jeter quelque doute sur la deterniination de I'indinaison de Tequateur sur Teclip- 
tique. 
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Je suis parvenu recemmeot k resoudre une question dont je m'etais occupe a 
diverses reprises depuis cinq ans, et k laquelle je suis toujours revenu, parce que 
sa solution devait decider de la direction ulterieure de mes recherches algebriques. 
Mes etudes sur la resolution algebrique des equations m'ont tr^s^promptementfait 
apercevoir que le problfeme est susceptible de generalisation a deux points de vue 
differents : d'une part, on peut supposer qu*au lieu des coef&cieots de Tequation, 
c*est-a-dire au lieu des fonctions symetriques des racines, on donne des fonctions 
rationnelles plus gen^rales de ces racines, que j'appelle yb/ic/ibn^ affectees; d*autre 
part, au lieu des signes radicaux ordinaires, c*est-a-dire des signes de fonctions 
definis par des equations pures (equations binomes), on peut introduire des fonc- 
tions algebriques plus gen^rales, pour servir de fonctions auxiliaires dans la resolu- 
tion. Le premier point de vue de cette generalisation a deja 6te considere, du moins 
implicitement, dans des travaux algebriques plus anciens; mais ce n'est que tout 
recemment que le second point de vue a 6te traite simultanement par M . Hermite 
et par moi. Ccpendant la voie que j'ai suivie etait toute differente de celle de 
M. Hermite, et, par exerople, une condition que je m'etais imposee dans la methode 
de resolution m'a cause des difficultes dans ia question des Equations du cinquifeme 
degre; mais, d'un autre c6te, comme cette condition est fondee sur la nature meme 
du sujet, elle m'a conduit en meme temps a d'autres recherches interessantes. 

Si une equation est resoluble algibriquement, on peut toujours donner a la racine 

37. 
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une forme telle, que toutes les fonctions algdbriques dont elle se compose soient expri- 
mables par des fonctions rationnelles des racines de liquation donnie. 

Tel est Tenonce d'un ih6oreme d'Abel qui exprime une propriete exlremement 
importante desradicaux ordinaires. C'est cette propriete qui doit encore subsister 
dans les expressions plus generates des racines des equations qui ne sonl pas re- 
solubles dans Tacception ordinaire du mot, et c*est d'apres cette condition qu'il 
faudra choisir les nouveaux signes de fonctions algebriques a I'aide desquels la 
resolution des equations deviendra possible dans un sens plus general. 

La condition en question, que je me propose d'etudier de plus pres dans un 
travail plus etendu, m'a conduit, dans mes recherches sur les equations du cin- 
quieme degre, a chercher des fonctions rationnelles des cinq racines dont les 
diverses valeurs distinctes, resultant de la permutation des racines, eussent entrc 
elles le plus grand nombre possible de relations identiques. En n*admettant, pour 
des raisons faciles a apercevoir, que les permutations qui laissent invariable la 
racine carree du discriminant de I'cquation du cinquieme degre, j'ai trouve effec- 
tivement une fonction rationnelle a douze valeurs des cinq racines, jouissanl de 
cette propriete, que ces douze valeurs sont deux a deux egales et de signe con- 
traire, et que leurs six valeurs absolues differentes sont liees entre elles par 
trois relations lineaires. Le carre d'une telle fonction est done racine d'une equa- 
tion du sixieme degr^, dont les coefticients sont formes rationnellement au moyen 
de ceux de Tequation du cinquieme degre et de la racine carree du discriminant, 
et ne dependent que de trois expressions rationnelles de cette sorte. La decouverte 
de cette espece de fonctions m'a permis d'abord d'employer presque sans aucun 
calcul Tequation modulaire relative k la transformation du cinquieme ordre pour 
la resolution de Tequation du cinquieme degre, et ]*ai communique deux de ces 
fonctions remarquables a M. Hermite, dans une lettre inseree aux Comptes rendus 
de TAcademie de Paris pour Fannee i858; en second lieu, il m'est ainsi devenu 
possible de resoudre I'equation generale du cinquieme degre d*une maniere qui 
satisfait a la condition en question, mais seulement, h la verite, en me sei*vant de 
fonctions algebriques de deux variables. Pour mieux faire comprendre ce point 
important, posons 

Ji'o* ooi, X29 x^9 x^ designant les racines de I'equation du cinquieme degre X = o; 
les signes desommation s'etendant aux valeurs 

m --: 0, 1 , 2, 3, 4 el /I : r 1 , 2, 3, 4» 

et les indices devant etre reduits a leur plus petit reste suivant le module 5. Alors 
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/(^o. ^1. ^2» ^3. ^4) satisfait a une equation du douzi^me degre, 

(I) (/'+ «)• -»- 4«(/* -+- «)' ■+- ^obif -f- flf )> -f- 4r(/» -ha) — 4ac 4- 56* = o, 

a, b, c etant trois fonctions entiferes et rationnelles, a deux valeurs, des cinq ra- 
cines oc. Mais il existe encore, outre la fonction /♦ une infinite d'autres fonctions 
rationnelles des racines (Vf possedant la meme propriete de satisiaire a des equa- 
tions du douzifeme degr6 de la forme indiquee (*); et, parmi les fonctions ration- 
ueWes fractionnaires de cette espece, il y en a encore pour lesquelles les expressions 
correspondantes a a, 6, c ne dependent que de deux fonctions rationnelles a deux 
valeurs, 

(^{X^, Xt, X2y Xsj X^)y ^{Xoy Xif X2, Xif X^). 

Une fonction de cette nature plus particuliere est done une fonction algebrique 
implicite donnee de 9 et de ^, et pent, par consequent, etre designee par W(9, ({;). 
Maintenant les fonctions / formant un cycle, et Tequation X = o etant par suite 
resoluble au moyen de ces fonctions, les racines de I'equation generate du cin- 
quieme degre pourront se representer explicitement k I'aide de racines carrees et 
cinquiemes et du signe de fonction W, et cela de maniere a satisfaire complete- 
ment a la condition indiquee plus haut. 

Tons ces resultats se sont presentes a moi en substance, coinme consequence 
immediate de la decouverte de cette fonction/. Mais il s'agissaitkpr^entde savoir 
si la question se trouvait ainsi epuisee, c'est-a-dire s*ii etait impossible de ramener 
la fonction algebrique de deux variables W a une fonction d'une settle variable. On 
salt depuis longtempsqu'une telle reduction est en effet possible, des qu'on renonce 
a exiger la condition dont nous avons si souvent parte, et je I'ai recemment expose 
dans une lettre a M. Hermite. En poursuivant mes etudes j'avais encore obtenu 
des resultats particuliers relatifs a ce sujet. Mais ce n'est que recemment que j*ai 
reussi a trouver la reponse h la question principals et a etabtir que la reduction 
de la fonction algebrique W a une fonction d*une settle variable, et par suite la re- 
solution de Tequation generate du cinquieme degre au moyen de fonctions atge- 
briques (Tune settle variable, est impossible si Ton veut que le theoreme d'Abel que 
nous avons cite plus haut, et qui a lieu dans la resolution des equations par radi- 
caux, continue a subsister. Ce resultat me sembte constituer une extension remar- 
quable de la demonstration donnee par Abel de Timpossibilite de la resolution 
algebrique des equations de degre superieur; et it contient en meme temps, pour 



(*) rofez k ce sujet les d^veloppements de M. Brioschi, dans sa Nole inlitul6e : Std metodo di Kronecker 
per la risoluzione delle equazioni di quinto grado (lu devant Tlnstitut lombard^ le 26 novembre i858). 
C'est au8si dans cette Note qu*a 6t^ donnee pour la premiere fois, pour une fonction particuliere /, Texpres- 
sion complete des coefficients a, b^ c, au moyen des invariants de T^quation du cinquitoe degr^. 
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le cas du cinquieme degr^, la reponse complete au probl^me de la resolution. Tant 
que je n'avais pas obtenu cette reponse, je ne pouvais considerer mon travail 
comme acheve sufHsamment pour etre publie. 

II n*y a pas lieu de s'etonner qu'en Aigebre le besoin se fasse sentir ici d'intro- 
duire des fonctions de deux variables, bien que ces fonctions soient reduciibles en 
quelque sorte a des fonctions A^une seule variable. II suffit de rappeler qu*en 
Analyse aussi les fonctions quadruplement periodiques de deux variables ont ete 
introduites par Jacobi at conservees comme tout a fait conformes k la nature de la 
question, bien que ces fonctions, comme ce geometre Ta fait voir dans le tome XXX 
du Journal de Crelley puissent se former alg^briquement au moyen de fonctions 
(Vune seule variable. Sans poursuivre plus loin cette analogic, je reviens aux equa- 
tions du cinquieme degre, pour presenter encore quelques remarques qui se ralta- 
cbent a la forme de solution que j'ai indiquee. 

Si Ton designe, comme precedemment, par /(a?^, a?,, a:^, iCj, 0:4) une des fonc- 
tions qui satisfont a une equation de la forme (I), et que Ton pose 

/* - fi^ky ^*+3, ^44-t, ^*-»-l» Xk^l)y 

dt/, :ii/o, ^/o ^/2» — /s» — /4 seront les douze racines differentes de cette 
equation. Or il y a des fonctions rationnelles des six quantit^s differentes/, qui 
sont les racines d'equations du cinquieme degre dont les coefficients sont formes 
rationnellement au moyen de a, 6, c. Si Ton designe par 9 une de ces fonctions des 
quantites/, 9 sera aussi une fonction rationnelle des racines x elles-memes; ^t 
cette fonction sera telle, que, si on la met sous la forme d'une fonction entiere et 
rationnelle d'une des racines a?, ses coefficients ne contiendront que ceux de Tequa- 
tion X =' o et la racine carree du discriminant de cette equation, et les conliendront 
rationnellement. On fait voir aussi, sans calcul, quele produit 

qui est compris parmi les fonctions designees par 9, satisfait a une equation dn 
cinquieme degr^, dont le second coefficient ainsi que le quatrieme sont nuls. Ce 
resultat, qui est d'un interet tout particulier, ressort d'ailleurs de Tune des Notes 
si remarquables dont M. Brioschi a fait suivre son compte rendu de la resolution 
de Tequation du cinquieme degr^ d'apres M. Hermite. Depuis, dans une lettre 
adressee recemment ^ M . Borchardt, qui Ta inser^e dans son journal, M. Hermite 
a indique une fonction particuliere des racines d'une Equation du cinquieme degre, 
qui fait partie de ces fonctions 9, et qui offre un interet particulier tant a cause de 
sa simplicite que de ses relations avec les invariants de I'equation. Mais le point 
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essentiel de cette theorie, qui ressort des coDsideratioos les plus simples sur les 
fonctions /, peut se resumer daus Fenonce suivant : 

Parmi les fonctions rationnelles a dix vcUeurs des cinq quantites x^^x^, x^^x^^ x^^ 
quit par toutes les permutations circulaires de ces quantites prises trois a trois, ne 
peuvent prendre que cinq valeurs, ilyena pour lesqueUes les fonctions symetriques de 
ces cinq valeurs ne dependent que de deux fonctions des quantity x; il y a, deplus^ 
parmi elles, des fonctions partieuliSres^ pour lesqueUes la somme des cinq vaJeurs 
eUes^mimes si^Hinouit identiquement, ainsi que la somme des cubes de ces valeurs. 

Les equations particulieres du cinquifeme degr^, telles, par exemple, que les 
equations de la forme 

definissent des fonctions alg^briques qui dependent essentiellement de deux va- 
riables; ainsi se trouv^nt introduites des fonctions alg^briques qui pourraient etre 
employees aussi bien que la fonction W dans la resolution de Tequation du cin- 
quieme degre. Mais, en vue de certains problemes de resolution plus generaux, 
I'emploi de Tequation ci-dessus du douzieme degr^, eomme equation auxiliaire, 
merite la preference, et une discussion plus approfondie de cette equation en fail 
reconnaitre les nombreuses et remarquables proprietes, et montre en meme temps 
les diverses formes que Temploi de la fonction W permet de donner aux racines 
de I'equation du cinquieme degre. 
En designant par oa une racine cinquieme primitive de Tunite, on a, entre la 

fonction /definie precedemment et ses valeurs conjuguees, les relations lineaires 

■ 

/. -^/. +/» -^/3 -^Z* =/-n/5, 

/• -f- W / -f- G)'/, -f- &>"»/, -f- O)*/ ~ 0, 
/. -f- 0)*/ -f- &)'/, -f- (k)»/s 4- 0) /i — O. 

Ces memes relations ont lieu en general pour les six valeurs differentes de/qui se 
tirent d'une equation dela forme (I), pourvu que Ton choisisse convenablement 
Tordre de succession et les signes de ces valeurs, ainsi que la racine cinquieme de 
Tunit^. En posant, de plus, 

c = a'{5b^ - 4ac-), b — 6'(56* — 4ac), a — c'(56« — /^ac), 
et 

/'satisfera aussi a Tequation (I), lorsqa'on aura change, dans celle-ci, les quanti- 
tes a, b, c en a', b\ c\ et les differentes racines /', /^ » /i > /i » /a . /[ (prises 
avec des signes convenables) satisferont aux equations lineaires qui ont lieu entre 
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les quantites/, lorsqu'on rcmplacera partout o) par o)^. Mais la fonction rationnelle 
la plus generale d'une racine/, qui satisfasse h une equation de la forme (I)« est 
donnee par les deux expressions lineaires 



.df df df .,df' ,dr ,dr 



en prcnant pour X, V,... des fonctions rationnelles de a, b, c. Toutes les fonctioDS 
rationnelles et entieres de/ representees par ces deux formes contiennent seule- 
ment des puissances impaires de cette quantite; et reciproquement, toute fonction 

entiere impaire de/peut s'exprimer lineairement au moyen de 4-^ -4-,^ 

Je reserve pour une prochaine communication le developpement des autres pro- 
prietes de cette ecfuation du douzifeme degre. Je ferai voir alors que les plus impor- 
tantes de ces proprietes conviennent a une classe d'equationsgenerales, qui ont et6 
le point de depart meme de mes recherches, et sur lesquelles je vais encore ajouter 
quelques indications. 

Soient n un nombre premier impair, M le multiplicateur de Tune des transforma- 
tions (de Tordre n) des fonctions elliptiques. yjM est, comme on sait, racine d'une 
equation du degr^ 2n + n, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles 
du module k. Les equations generales de meme degre qui ont la mSme affec- 
tion, ou, suivant I'expression de Galois, le mSme grouper je les designerai, pour 
abreger, en disant qu'elles ont Taffection des Equations modulaires. On pent appli- 
quer k cette classe d'equations generales, comme je Tai deja enonc^ dans ma 
lettre a M. Hermite citee plus haut, les principes qui, pour le cas particulier de 
/ir=5, nous ont conduits a la resolution complete de Tequation.On peiit, en effet, 
a I'aide de ces principes, ramener ces equations generales, du degre 2/1 + 2, a 

des equations particulieres dont les coefficients ne dependent que de -(n-f- i) 

quantites; et ce resultat semble d'autant plus remarquable qu'une telle reduction 
des equations generales, fondee sur leur affection particuliere, n'etait encore 
connue que dans le cas des equations resolubles algebriquement, et que dans ce 
cas meme on y avait a peine fait attention a cause de la simplicite du sujet. 

Lorsque Tequation de degre a/i -h 2, Z = o, a I'affection des equations modu- 
laires, en designant ses racines, prises dansun certain ordre, par z, Zq, jzi,..., z^n* 
on pent toujours trouver des fonctions entieres et rationnelles de z satisfaisant 
aux equations lineaires 

2 «""•/( 2-.) =0. 
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La sommalion indiqu^e par le signe "V s'etend , dans les deux equations, aux va- 
leurs 

m=: 0, I,. . ., n — I ; 

dans la seconde equation, ca designe une racine n'^'"' priniitive de I'unite, et r un 
residu quadratique quelconque de n, de sorte que cette equation en represente 

-(/I — i) diff^rentes. H y a, de plus, des fonctions f {z) pour lesquelles les memes 

relations lineaires subsistent, lorsqu'on y remplace les exposants r par tous les 

non-residus de n. Remarquons enfin qu'il existe precisement -(n-i- i) fonctions /z 

et autant de fonctions f'{z)^ entre lesquelles il n*y a point de dependance lineaire. 
Chacune des fonctions/(2) est racine d*une equation de degre an -f- 2, dont les 
coefficients sont formes rationnellement au moyen de ceux de Tequation Z = o. 
Si, pour une fonction/(z) deteruiinee, ces coefBcients contiennent une variable 
quelconque a, tous les rapports differentieb 

■ ~ i • I _ • • • 

doL doc'' 

seront aussi evidemment des fonctions rationnelles de z et, de plus, des fonctions 
appartenant a la classe generale des fonctions /(z). La fonction f{z) elle-meme 

forme, avec ses - (n — 1) premieres derivees par rapport a a, un systeme de fonc- 
tions lineairement independantes, et par suite la - (n-+- 1)^"' d^rivee sera une 

fonction lineaire des precedentes. La fonction f[z)^ qui est en meme temps une 
fonction algebrique implicite donnee de a, satisfait done, en cette qualite, k une 

equation differentielle lineaire de I'ordre - (n -4- 1), dont Fintegralc complete pent 
etre representee par 

i devant etre egale successivement a zero et aux divers non-r^sidus, tandis que m 
prendra toutes les valeurs entiferes de zero a n — 1 , et Q designant les diverses 
constantes d'integration. 

Pour les equations modulaires elles-memes, Jacobi a deja indique, dans le 
tome ill du Journal de Crelle, les relations lineaires qui existent entre les racines 
carrees des n -h 1 multiplicateurs differents de la transformation d'ordre n. Ces 
relations peuvent aisement se ramener a la meme forme que j'ai donnee tout a 
riieure aux equations lineaires entre les fonctions /(z). Soient M un des multiplica- 
teurs et k le module des fonctions elliptiques. Dans le cas particulier des Equations 

AnnaUs scientifiques de Vicole Normale $upirieure. Tome III* 38 
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modulaires, aux fonctions/(js) correspondent certaioes fonctions rationnelies de 
VM et de k^ et ces fonctions sont toutes de la forme 

(— ) 

B. ?(/.-) + B'.(p,(A-) + B".(p,(A-)4-... + B^ ' '.Of, (k), 

9f 9\^ f29-*' etant des fonctions rationnelies, et B, B', B'^... d^signaot» comme 
dans le M^moire de Jacobi {Journal de Crelle, t. IV, p. i85), les divers coefficients 
de la formule de transformation. Dans le Memoire que je viens de citer, Jacobi a 
donne une equation aux differentielles partielles a laquelle satisfont le oumerateur 
et le denominateur de la formule de transformation. A I'aide de cette equation on 
peutexprimer B', B",... lineairement au moyen deB et deses derivees prises par 

rapport a a = ^ + 4 9 et de la resulte immedialement, en ayant egard aux proprie- 

tes enoncees plus haut des fonctions g6nerales/(a), cette forme particuliere de 
ces fonctions qui convient aux equations modulaires. 
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DES 



FORMES QUADRATIQUES DE DETERMINANT NEGATIF, 



Par M. KRONECKER. 



[Monatsbcricbt cier Akademie der fVis$emchaJten zu Berlin, 26 mai 1862.) 



Tbaduit par M. HOUEL, 

PROPBSSEUR A LA FAGULTl^ DES SCIENCES DE BORDEAUX. 



Les formules que j'ai trouvees, il y a cinq ans, pour le nombre des classes difle- 
rentes des formes quadratiques de determinant negatif» et qui ont ete en partie 
communiquees a T Academic en octobre 1857, m'avaient deja conduit, vers cette 
epoque, a etudier la cause intime des relations que j'y ai signalees entre certains 
determinants, c'est-a-dire a chercher une dependance entre les diverses formes 
quadratiques. Une induction, tiree de I'origine analytique de ces formules, m'amena 
tres-promptement a la decouverte de la dependance soup^onnee ; mais ce n*est que 
recemment que je suis parvenu a demontrer completement, et par une methode 
purement arithmetique, le r^soltat obtenu, qui fournitune relation entre les formes 
reduites de determinants differents, et qui constitue Tobjet de la presente commu- 
nication. 

p etant un nombre premier impair, imaginons que Ton ait form6 toutes les 
formes quadratiques reduites positives des determinants 

dans lesquelles un au moins des ooefTicients extremes soit impair. Parmi les formes 
ambigues qui se presentent, rejetons celles dans lesquelles a= — 26, ainsi que 
celles dans lesquelles a = c ei oxxb est en meme temps positif. Enfin, pour toutes 
les formes restantes 

38. 
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posons les congruences 

ai -8* 4- 2 6r « -4- C| ^ o, a,z*-i- 26,2 -4- Ca^o, . . ., mod. /?, 

lesquelles auront ^videmment ou une ou deux raciues, suivant que le determinant 
de la forme correspondante sera le nombre — p lui-meme, ou I'un des nombrcs 

— (/?— i), — (/^— 4)» —(/?— 9),.... Si Ton designealors par F(/i) le nombre des 
classes differentes de determinant — n, le nombre des racines de toutes ces con- 
gruences sera 

F(p) -\- iF(p — I') H- ^F{p — a') -h 7.F[p — 3') -♦-... , 

et, par suite, en vertu de la formule (V) de ma Note inseree dans le Journal de 
Crelle, L LVIl, p. 249 (*), ce nombre sera egal a /;h- i ou Ji /?, suivant que Ton aura 

p==i ou />^3, mod. 4* 

Si maintenant, dans le premier de ces deux cas, pour les formes ambigues dans 
lesquelles a = c < \//?, on remplace par sa valeur negative une des deux racines de 

la congruence ( savoir, celle qui correspond a la valeur positive de \/b^ — ac infi- 

rieure a -p\\ et si, dans le cas unique oil cette valeur est identique avec I'autre 

racine de la congruence, c'est-a-dire lorsque & = o, on lalaisse de cdte, le nombre 
de toutes les valeurs formees de cette maniere avec ces racines des congruences 
sera, dans tons les cas, egal a p. Tous ces nombres sont differents suivant le module p^ 
cest-Ordire quits forment^ pour ce mime module^ la serie complete des restes. 

De cette propriele remarquable des formes quadratiques de determinant n^gatif^ 
resulte immediatement le theoreme suivant : 

Si Von designe par D, D', D", ...les differents nombres pour lesquels p est susceptible 
d'itre represente par les formes 

y etant impair; siy de plus, 

(a,, 6„ c), (a„ 6„ Cj),. . . 

sont toutes les formes reduites positives proprement primitives de determinants — D, 

— D', — D",..., les congruences 

a,z'-4- 26, z -4- c, ^o, OiZ^ -h^ibiZ -4- c^o,. . ., mod. />, 
dorttienty pour z, p valeurs toutes differentes entre elles^ et dont chacune se presente 



(•) Fqxez la traduction de ce M6moire, Journal de Mathematiques de M. lAouville^ %* s^rie, t. V, i860. 
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deuxfois^ poiuvu que V on fusse figwrer deuxfois tes racines de toutes les congruences 
dcuis lesquellts le coefficieni de z^ na pas la mime valeur absolue que I'un des deux 
autres coefficienis. 

Dans le cas de /? = 4'^ + 3» comme il n'existe, pour aucun des determinants 
— D, une forme ambigue oil Ton ait a= ±126 ou a = c, le th^oreme precedent 
pourra s'enoneer plus simplement de la maniere suivante : 

Si (a<, 6,, c,), (a,, 6,, c^),... sont toutes les fonnes positives reduites proprement 
primitives de tous les determinants nigatifs — D pour lesquels p peut itre represente 
par la forme principale a?^ -h D j^, j ctant impair, les racines des congruences 

a,z'-i- 26,2 H-c, ^o, flj2*-i-2 6j2 -h c,^o, . .., mod. /y, 

formewnt la sirie complete des restes pour le module p. 

Enfin, si Ton considere les racines elles-memes de ees congruences du second 
degr^, le theoreme peut etre formule comme il suit» pour un nombre premier quel- 
conque/? : 

Soit d un nombre entier et positif quelconque infirieur a \lpf et soient, de plus^ 

(ai , ^n c,), (aj, bif C2), . . . toutes les formes riduites positives de determinant — [p—d^), 

dans lesquelles un des deux coej^cients extremes est impair ^ le coefficient moyen netant 

pas negatif Les expressions 

±bqzd 
a 

formeront la serie complete des restes pour le module p, si Von admet^ en gineral, les 
ijfuatre combinaisons de signes^ saufdeux exceptions ^ pour le cas de ar=z2b^ oil Von 
neprendra b qiiavec le signe — - , etpour le cas de a = Cy oil Von ne prendra les deux 
nombres b et d quavec leurs signes superieurs. 

La demonstration de ce theoreme se fonde, d'une part, sur la formule que j*ai 
citee tout a Theure [Journal de Liouville, 2* serie, t. V, p. 291), et a Taide de la- 

quelle on etablit que le nombre des expressions telles que est precise- 

ment egal a p; et, d'autre part, on fait voir que deux quelconques de ces expres- 
sions sont differentes entre elles suivant le module/?. Des deux parties dont se 
compose, d*aprfes cela, la demonstration, la premiere contient une d^uction pure- 
ment aritlim^tique de la formule en question pour les nombres de classes, tandis 
que la seconde partie etablit comme il suit Timpossibilite de la congruence 

af{ztbdcd)'ha{zfib'zpd')^o, mod. p. 

On fait voir d'abord que, dans I'^quation 

a'(±b±d)'ha{qzbfzf:d')=ih.p. 
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qui tienl lieu de la coogruence, en dyant egard aux conditions d'in^galite aux- 
queltes sont assujettid les nombres a^ b^ ds a\ h\ d\ la valeur absolue de h ne peut 
etre que zero ou Tunite. Si maintenant cette equation a lieu» comma on peut dis^ 
poser des sigues dans le premier membrcv de telle sorte que h soit positif, il n'y a 
plus a examiner que les deux cas de h = o et de A=: i» c'est-^-dire qu'il suflfit 
d'etablir Timpossibilite des deux equations 

a'l±b±d)-ha{q;:b'zf:d') = o, 

a'(±b±d)'ha{zf:b'^zd') = p. 

Or, admettons, pour un instant, que les equations soient satisfaites par certaines 
valeurs de a, b, d, a\ b\ d\ et que des deux quantites multipliees respectivement 
par a' et par a, la premiere soit positive. En designant cette quantite par 5, la pre- 
miere equation donnera les relations 

a = a\ ±k±d = ±b'±d\ c^c\ mod.*. 

On recoonaitd'abord que -^ — ne pourrait avoir que Tunc des valeurs o, ±: r, 

th a, et que, dans le premier cas, a, ft, c seraient respectivement egaux a a\ b\ c\ 
tandis que, dans le second cas, il faudrait, contrairement a la condition imposee, ' 
ou que a et c, ou que d et d fussent pairs a la fois. Dans le troisieme cas, on 
»urait 

± 2 6 = qz 26' = dt a = zh a', 

ce qui serait en contradiction avee la convention etablie r etativement an choix des 
signes de b et de b' . Apres avoir ainsi prouv^ Timpossibiiite de Tequation 

on tirera de Tautre equation 

a'{±:6±rf)-hw(q: 6' rp //') = />, 
les expressions suivantes de a', b\ c\ 

a' :rr na-^ ab -hs, 
?. 6' c=r: ( m^ — 1 ) a — 2mb -k c 4- ( m — n ) «, 
c' = mc — ( mn — 1)5, 

oil Ton a ecrit, pour abreger, b au lieu de ±. ft, ft' au lieu de zp ft', met n etant des 
entiers positifs, nuls ou negatifs. De ces trois equations on deduit enfm six rela- 
ti(ms, qui n'ont pas ete obtenues sans difficulte, et qui constituent le point fonda- 
mental de la depnonstration, en ce que^ dans toutes les iiypothfeses que Ton peut 



DES FORMES QUA.PRA.TIQU£S DE Pl^THRMINANT NEGATIF. 29 1 

faire sur les nombres m et n, il est facile de demontrer rincompatibilite de ces 
relations avec le& cooditioDs auxquelles soot soumis les nombres a^ b, c, a\ b\ &. 
Ces six Equations sont lea suivaotes : 

(<?' — a') — m(a'4-26')4-(m»-+-m)a'-i-(a— 26)=;(m — /i-h i)a, 

(a'— 2 6')-f (m— i)a' -h (c— fl)=:n^, 

m(a'--2 6')-*-(c' — a')-f-(a— 26) 4- (m»— m)(ei— 26) -{-(m* — m)f 
=^[i»— (/I— i)(in*— /n-h i)]«, 

{a'~ 26') -h ma'-i-{c-i- 26— i)-*-ii=(/i-4-i)(a-hs), 
(c' — a')-i- (c — 26 — 1) 4- /i(fl-4- ms) 4- I :-- (m -4- i) c. 

Dans les premiers membres de ces equations, on a renferme entre parentheses les 
combinaisons des nombres a, h^ c, a\ h\ d^ 5, qui, en vei*tu des conditions d'ine- 
galite, representent des valours non ndgatives. 

Le theor^me arithmetique que Ton vient de demontrer est susceptible, comme 
il est facile de le voir, d'une generalisation, en ce sens que, au lieu du nombre 
premier /I, on peut prendre un nombre compost. On peut, en outre, ttrer de Ik des 
indications conduisant k une nouvelle deduction arithmologique des formules en 
question pour les nombres de classes, et ces indications paraissent d'autant plus 
importantes que la deduction arithmetique des formules en question, qui forme la 
premiere partie de la demonstration pr^edente, repose sur des considerations 
toutes differentes. J*ai port6, en eifet, mon attention sur la manifere dont Jacobi a 
demontre, dans le tome XII du Journal de Crelle, Texpression qu'il avait obtenue au 
moyen des series {Fundamenta nwa, etc.^ p. 188), pour le nombre des decomposi- 
tions en quatre carres, et cela en transformant en quelque sorte les developpements 
analytiques en developpements arithmetiques. Par analogic avec cette methode, 
j'ai represente les nombres de classes des formes quadratiques de determinant 
negatif sous forme de coefficients d*un developpement, et j*ai donne quelques indi- 
cations de ce procede dans le tome LVII du Journal de CreUe. Mais je n'ai pas juge 
a propos de publier la suite de mes resultats, parce qu*alors j*etais bien parvenu a 
UQ nouveau mode de verification analytique des formulas en question, mais je 
n*avais pas encore atteint le but principal, qui etait d*en donner une demonstra^ 
tion arithmetique. Dans Tintervalle, M. Hermite a publie, dans une Note interes- 
sante [Comptes rendus, etc.^ 5 aout r86i), quelques relations analogues, que je vais 
completer ici, en exposant celtes auxquelles j'ai ete conduit, comme je viens de le 
dire, par la recherche d'une methode de demonstration arithmetique. 

Je conserverai, pour cela, toutes les notations et definitions dont j'ai fait usage 
dans le Memoire plusieurs fois cite {Journal de Crelle^ tr LVII, p. 248 et suiv., et 
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Journal de Liouville^ a* serie, t. V, p. 389 et suiv.), et ]e renverrai, dans ce qui va 
suivre, aux formules I a VIII de ce Memoire. Mais je supposerai que ces mSines 
formules ont ete transformees, de la maDifere developp^e p. aSa (p. 296 de la tra- 
duction), par Temploi des fonclions F et G. 
Si, dans les formules I, II, Y, on multiplie les deux membres respectivement 

par y*", y^*", -5^; si Ton ajoute ensuite les trois equations ainsi obtenues, et que 

Ton fasse la sommation pour toutes les valeurs de n et de m, on obtiendra, a Taide 
des expressions deX, $, ¥, donnees p. aSa et suiv. (p. 296 de ia traduction), Te- 
quation 



2F(")9"=^V^^-i;^=n?^(?"-"-- + 9' 



Les formules I, III, Yl donnent pareillement 



(2) 



2F(n)j- = iy^j^.2;«(-g)-- 



q'-q 



I—" 



les lettres q, K, k!, ainsi que les lettres k, 0, H, que nous emploierons plus loin, 
etant prises avec les memes significations que dans les Fundamenta de Jacobi. Les 
deux equations ci-dessus expriment d'ailleurs precisement les relations contenues 
dans les formules I, il, III, Y, YI, en developpant suivant les puissances de q les 
sommes contenues dans les seconds membres. La formule lY peut se deduire 
comme consequence des equations (i) et (a), apres avoir tire pr^alablement cle 
relles-ci les relations : 



^^ ^ Tl \ 7.11 

2F{4« + .)g-=-^.|-i/||, 

9 

<^ ^ \ in \ 7.1: 



0% 1^ ^w* 

Au moyen du developpement de sin^am suivant les cosinus des multiples 

de X [Fundamenta, p. 1 10), la serie du second membre de Tequation (1) peut se 
mettre immediatement sous la forme d'une integrale definie, et, en introduisant 
les notations usitees, 



0(i^) =...(-), h(^4£) =*.(.). 



(^-*-^j=^3(jr), ^. U-^^U=^»(*), 



%\X-^ 
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on Irouve ainsi 



(3) 



>F(/i)^'»=— 7 r'V/ — ' / sin'am ^i{x)cosxdx. 



Cette relation, qui est, par suite, identique avec {'equation (i), pent etre consi- 
deree comme une definition de la fonction F(/i). La determination directe de Tin- 
tegrale donne aussi la signification arithmologique de F(n), et, entre autres 

manieres, on pent effectuer cette determination en rempla^ant sin^am--— - par ie 

carre du developpement en serie de sin am Cette methode m'a conduit, apres 

diverses reductions et simplifications, a la demonstration arithmetique, dont j'ai 
parle, des formules I, II, V, contenues dans la relation (3). De T^quatiou (3) on 
peut deduire toutes les formules de I a VIII. En remplaQant, en effet, sous le signe 

I 2 K J7 

d'integration, B-2 (^) par -t=^j {x) cot am -^;;— > la formule (3) devient 

F{/i)flf" = — 7 -• 1/ — 77 • / smam cos am ^t{:x^)cosx axy 

et Ton en tire Tequation (2), en rempla^ant, sous le signe d'integration, 

:iKx nKx 

sm am cos am 

71 71 

par son developpement en serie. De meme, en substituant, dans Tequation (3), 

au lieu de 

iKx 



^,(^)sin'am 



TT 



I'expression identiquement equivalente 






on trouve 



2F{n)9--— y— ---T— Y— j^ cosam^^Aam— ^3(x)cos../x, 

et Ton en tire la formule XI [Journal de Crelle, t. LVII, p. ^53), en introduisant, 
sous le signe d'integration, le developpement obtenu par la differentiation de la 
formule (19), p. 101 des Fundamenta de Jacobi. Ainsi se Irouve confirmee la con- 

Annales scientifiqites de CtcoU Normalt supirieure. Tome HI. 3q 
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jecture que j'avais emise a la fin de mon Memoire sur le nombre des classes differentes 
des fotmes quadratiques, les huit formules se tirant toutes d'une seule formule par 
des transformations analytiques. Mais, au point de vue arithmetique et algebrique, 
ces formules [voyez p. ^5:^ du Memoire) restent independantes les unes des autres, 
et contiennenl explicitemcnt toutes les norobreuses relations analogues que ni'a 
fournies la theorie de la multiplication complexe des fonctions elliptiques, y com- 
pris aussi toutes celles que M. Hermite a donnees dans la Note citee plus haut. 
Dans une autre occasion, je developperai ce point, ainsi que les autres indications 
contenues dans la prescnte Note. 



SUR U MULTIPUCATION COMPLEXE 



DBS 



FONCTIONS ELLIPTIQUES, 
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(Monatsbericht der Ahademie der Wisscmchaften zu Berlin^ 26 juin 1862, p. 363.) 



Traduit par M. HOUEL, 

PROFESSEUa A LA FACULTY DBS 8CIBNCBS DB BORDEAUX. 



Dans le cours de mes recherches sur les fonctions elliptiques pour lesquelles a 
lieu la multiplication complexe, j'ai ete conduit par le sujet nteme a etudier prin- 
cipalement les propri^tes arithmetiques des modules correspondants, pour appro- 
fondir la nature de ces remarquables irrationnelles numeriques. J'ai pu m'appuyer, 
dans ce travail, sur une th^orie nouvelle et generate des formes decomposables, 
dont je m'etais occup^ peu de temps auparavant au point de vue le plus ^tendu 
possible, et dont j'ai retire tons les avantages que j'en attendais dans Tapplication 
a la question particuli^re qui nous occupe. Gomme j'ai deja annonce, au mois de 
juillet de I'annee derniere, les resultats des recherches en question, et que cepen- 
dant les travaux algebriques qui m*absorbent en ce moment ne me permettront pas, 
sans doute, d'ici a quelque temps, de developper devant TAcademie ces recherches 
dans toute leur etendue, je vais communiquer aujourd'hui quelques-uns de ces 
resultats, dont le sens et la portee pourront etre compris sans de plus amples 
explications. 

J'ai deja indique, dans le Compte rendu d'octobre iSSy (*), quelques proprietes 
de Tequation dont les racines sont les divers modules pour lesquels a lieu une 

multiplication des fonctions elliptiques par v-— /i. J'y ai mentionne ce fait, que 



(*) Une traduction de celte Nole a 6t^ ins^r^e dans le Journal de M. Lioupiiie, 2* s4rie, t. UI, p. 265. 

(Note du traducieur,) 

39. 
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cette equation se decompose en facteurs correspondants aux divers ordres de 
formes quadratiques qui appartiennent au determinant — n, et que le facteur qui 
repond a I'ordre proprement primitif est decomposable a son tour en six facteurs, 
de degres egaux, dont les coefficients ne renferment que des nombres entiers avec 

le radical \Jn^ et dont le degre commun est precisement egal au nombre total des 
classes de formes proprement primitives de determinant — n. L'6tude speciale de 
ces equations partielles fournit encore une decomposition ulterieure de ces equa- 
tions en d'autres, qui correspondent a cbacime des espices de formes quadratiques: 
et, par la, la division des classes en genres, deja si importante pour la pure theorie 
des nombres [Disquis. arithm., art. 227j, se trouve encore appelee, de la maniere 
la plus surprenante, a jouer son role dans une autre branche des Mathematiques, 
qui appartient aussi bien a TAIgebre qu'a I'Analyse. Le but principal de la pre- 
senteNote est d'expliquer brievement le caractere essentiel de cette decomposition 
des equations. 

Soient n un nombre positif impair, plus grand que 3, et N le nombre des classes 
de formes proprement primitives de determinant — n. Donnons, de plus, aux 
lettres x et q la signification qu'elles ont habitueliement dans la theorie des fonc- 
tions elliptiques, et posons x^ =A;. II y a 6N valeurs differentes de k, pour les- 

quelles la multiplication complexe par )/— n a lieu, et qui correspondent a I'ordre 
proprement primitif des formes quadratiques de determinant — n. Ces valeurs se 
partagent en trois groupes de 2N cbacun, les valeurs d'un meme groupe etant 
racines d'une seule et meme equation a coefficients numeriques rationnels; et si, 
dans les trois equations correspondantes, de degre 2N, on rend tons les coefficients 
entiers^ alors, dans Tune d'elles, le premier et le dernier coefficient seront egaux 
tous les deux a I'unite, tandis que, dans I'une des deux autres equations, le premier 
coefficient etant i, le dernier sera une puissance de 2, Tinverse ayant lieu pour la 
troisieme equation. L'une de ces trois equations a pour racine la valeur connue 
de k qui repond a 

Soient maintenant /?i, /?2» /^3» •••»/>> les divers facteurs premiers du nombre n, 
L'equation en question, de degre 2N, se decomposera, par I'introduction de y/p^, 
\lpi"y \lp^^ en 2" facteurs, dont cbacun sera du degre 



(j)-- 



Le degre de chacune de ces equations partielles sera done, suivant que Ton aura 

«E^-3 ou =Ei, mod. 4> 
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egal au nombre ou au double du nombre des formes quadratiques de determinant 
— n, contenues dans un genre. Dans le second de ces deux cas, pour chaque valeur 
de k que donne Inequation, eile admet aussi la racine i — k\ de sorte qu'il existe 
des Equations en ^(i — ^)» dont le degre est encore egal a une fois le nombre des 
classes appartenant a un genre. On pent done formuler notre resultat comme ii 
suit : 

Les modules sin guliers pour lesquels a lieu la multiplication complexe par y — n 
sont determines par des equations en k ouen k{i — k)^ suwant que n est ^'i ou —i \ 
par rapport au module [\ ; les coefficients de ces equations sont formes rationnellement 
au moyen des racines carries des divers facteurs premiers de n, et leur degre est preci- 
sement egal au nombre des classes de formes proprement primitives, de determi- 
nant — /I, appartenant a un seul et mime genre. 

Cette nouvelle decomposition des equations d'oii dependent ces modules singu- 
Hers des fonctions elliptiques n'est pas seulement de la plus haute importance par 
la lumiere qu'elle jette sur la nature de ces modules eux-memes, mais encore elle 
complete les applications, que j'ai rappelees plus haut, de la theorie des fonctions 
elliptiques aux formes quadratiques, les theoremes arithmetiques relatifs a la divi- 
sion en genres devant etre tires desormais des recherches analytiques en question. 
II existe, en effet, une dependance mutuelle parfaite entre ces equations partielles 
et les diverses especes de formes quadratiques, de telle sorte qu'a cbaque genre 
correspond une equation partielle determinee, et a chaque classe de formes qua- 
dratiques renfermee dans ce genre, une racine determinee de cette equation. Au 
genre principal, par exemple, correspond Tequation partielle qui admet pour 

racine la valeur de ^ ou de k{i — k) relative a q = e~'^^'*, et Ton en deduit les 
equations partielles correspondantes aux autres genres, en changeant, d*apres les 
caracteres propres a ces genres, les signes des racines carrees de/>,,/?2,. ..,/>.,. qui 
entrent dans les coefficients. II faut observer cependant que, pour n = ^m-i-'i, il 
n'existe point de caractere suivant le module 4» 6t que par suite, dans ce cas, il 
manque une determination pour les changements de signes. Cette determination se 
trouve remplacee par cette regie, que le changement de -f- y^ en — \/n doit se 
faire en meme temps que celui de A en i — ^. On obtient d*ailleurs des resullats 
tout a fait analogues pour les valeurs paires de n, et afin d^eclaircir par quelques 
exemples la decomposition des equations pour les diverses sortes de valeurs 

n^3i, 2, 3, mod. 4) 

je donnerai ici les determinations relatives aux modules qui correspondent k la 

multiplication complexe par y — /i. J'ai choisi a dessein, pour n, des valeurs des 
natures les plus diverses, parmi lesquelles il se trouve aussi bien des nombres pre- 
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miers que des nombres composes, et, parmi.ees derniers, des nombres contenant un 
facteur carr^. 

I*' /iir=a, mod. 4- 

Pour /i--::6, /rr= (i -H v^2)'(n- v^H- v/§j', 
n ■ - 10, h ■-- (i -4- v/2)* (3 4- v^To)'. 

>.*' n~^3, mod. 4- 

Pour /t-:l5, 2*(2^ — l)z=: \/3 (7 -h V^), 

wi-Sg, 2'(2^ — i)» -4-2* v/3 (74-2^/73) (2* —1) -I- 21 (5 -h 3/i3) = o, 
w:^63, 2'(2^— i)'-h8(7v/3 4-9v/7)(2A- — i)-i-\/3(i55v/3-i-io9v^)=:o. 

ft 

?!** /i^:^. r, mod. 4« 
Pour w~5, 4*(» — ^^--C^^-V^j't 

n :- : l3, 4^{l - *) riz (l8 -f- 5 ^)\ 

n .-:: 21 , 4A-( , - A") r:^ (8 4- 3 V^^ )' f 3 v/3 4- 2 >/^)\ 

II 37, 4A^(i-A-)r^(6-hv/3^)', 

n : 49» 2 xx' 4- 4 (11 4- 4 v^) v^~*- ' — o; 

/I --io5, 4^"(' — A') = (3a — 2y)<(5 4-9a4-i6(3 -h4y-+- 7J3y 4- i2a(5 4- 3aPy)*, 

a, |3, 7 designaDt respectivemoDt les racines carrees des trois facteurs premiers 
de io5, c*esl-a-dire yS, y^S, v7- Dans la valeur dc k^ donnee pour n = 2i, le 
signe 4- de \ 3 et le sigoe — de V? correspondent au genre principal, c'est-a-dire 
a la determination a = 1 dans la relation 



I , ^ 4- v'— a ' 

— log a — — f 

7:1 ^ a 



et en general, pour les quatre valeurs dc ^'(1 — k), les determinations des signes 
de v3 et de V7 se deduisent respectivement des signes de Legendre (-*)♦ (^)» ^" 

designant par \/3 la valeur positive et par y 7 la valeur negative. De meme, pour 
n = io5, on mettra, dans I'expression de ^ (1 — /t), pour a, |3, y, les valeurs nega- 
tives de y 3, y 5, V7, si Ton veut avoir la valeur de cette expression correspondante 
a a = I. En designant ces valeurs negatives par a', /3', y', on devra prendre alors, 
pour un nombre quelconque a. 



(X:- 



©-. ^-G)^'. '=(!)'■• 
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Dans les cas de /i = ai, 37, io5, le calcul des valeurs des modules par les m^- 
thodes algebriques ne serait guere praticable. J'ai obtenu ces valeurs par une tout 
autre marche, apres avoir prealablement trouve la forme du resultat par la theorie. 
La decomposition des equations, que j'ai exposee ci-dessus, fournit un moyen 
d'arriver aux valeurs des modules par un calcul assez simple, surlout lorsque le 
nombre des classes appartenant k un mSme genre n*est pas trop considerable. 

Ainsi, dans le cas de /i = ai , par exemple, des quatre valeurs de — logy, connues 

d priori^ j'ai tire les valeurs correspondantes de 2x>t', calculees avec un petit 
nombre de decimales seulement; j'ai ideotiiie ces valeurs, d'apres ce que nous 
venons de voir, avec une expression de la forme 

A±:Bv/3±C\/7±Dv'^, 

et j*en ai conclu facilement les valeurs, en nombres enliers, de A,B, C, D. La 
nouvelle methode que j'indique ici pour le calcul des modules pour lesquels a lieu 
la division complexe, et des coefficients des equations d'oii dependent ces modules, 
pent encore s'appliquer pratiquement a des valeurs de n plus grandes que io5; 
je me propose de faire construire, par ce moycn, un tableau pour les nombres con- 
secutifs /I = I, 2, 3,..., et de prolonger ce tableau aussi loin que possible. 

Une des questions les plus difficiles qui se soient presentees a moi au sujet de 
ces memes equations partielles est celle qui est relative a leur irreductibilite. Pour 
des valeurs particulieres du nombre n, I'irreductibilite de ces equations est facile 
k etablir; mais pour arriver a une demonstration generale de cette propriete, les 
methodes connues et employees jusqu'a present ne suffisent plus. Cela tient a une 
circonstance tout a fait singuliere qui se rencontre dans les equations en question, 
et qui prouve encore une fois, comme je I'ai souvent repete, que les progres de 
I'Algebre et de ses m6tbodes ont toujours pour occasion des questions relatives a 
des equations fournies par les aulres branches des Mathematiques, et, si je puis 
m'exprimer ainsi, ils sont causes par la diversite des phenomenes algebriques que 
presente I'Analyse dans ses developpements successifs. 

Les methodes par lesquelles on a d^montre jusqu'ici I'irreduclibilite des equa- 
tions a coefficients numeriques s'appuient presque toutes sur la nature des facteurs 
premiers essentiels contenus dans le discriminant. Mais les discriminants des equa- 
tions partielles d'ou dependent les modules correspondants a la multiplication 

par\/— /I ne contiennent, h quelques exceptions pres, aucuns nombres premiers 
comme facteurs essentiels, mais seulement des unites. Ce n'est, il est vrai, que par 
induction que j'ai trouve cette propriete remarquable de ces equations, et je n'ai 
pu encore la demontrer generalement; mais ee que je venais de constater suffisait 
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deja pour me faire renoncer k Temploi des methodes ordinaires, et pour me faire 
recbercher d'autres moyens de demonstration pour rirreductibilite des equations 
en question. J'y suis effectivement parvenu, apres avoir determine, a Taide des 
principes de Dirichlet, le nombre de classes des nombres complexes formes avee 
ces modules. Par cette methode, ce n'est plus, comme dans les cas habituels, au 
commencement, mais seulement a la fm de la theorie arithmetique, que se trouve 
demonlree I'irreductibilite de Tequation qui sert de point de depart, et Ton obtient 
en memo temps la demonstration de cette autre proposition, liee etroitement a la 
prccedente, que toute forme quadratique proprement primitive de determinant 
negatif pent representor une infinite de nombres premiers. 

La theorie des nombres complexes dont je viens de parler, et dont j'ai acheve de 
traiter la plus grande partie, renferme, comme cas particulier, la theorie des formes 

quadratiques a coefficients complexes, a-h b ^— n^ et ainsi, entre autres resultats, 
se trouve retabli ce qui, selon toute probabilite, devait former le contenu de la 

seconde partie, non publiee, du Memoire de Dirichlet sur les nombres a -f- 6 y —' ' 
{Journal de Crelle, t. XXIV). Cette theorie des nombres complexes renferme encore, 
comme autre cas particulier, la theorie des nombres formes par Textraction de la 
racine carree des nombres entiers. Je ne saurais entrer dans plus de details sur les 
resultats arithmetiques obtenus, sans m'ecarter du but de cette courte Note; mais je 
ne puis passer sous silence une consequence algdbrique que Ton tire de la decompo- 
sition des equations en^etenA;(i — A), indiquee plus haut.L'a^ecfton des equations 
partielles, dont les coefficients renferment les racines carrees des divers facteurs 
premiers de n, a, pour toute valeur du nombre n, une relation tres-simple avec la 
regularitedu determinant correspondant, relation que, dans ma Note d'octobre iSSy, 
je n'ai pu indiquer que pour le cas oil n est un nombre premier. Le nombre des 
differentes periodes des racines est precisement egal a I'exposant de Tirregularite, 
et Tequation partielle elle-meme, dans le cas oil le determinant -— n est regulier, 
devient une equation abelienne, en ce sens que les fonctions cycliques de ses 

racines sont des fonctions rationnelles de V— ' et des racines carrees des divers 
facteurs premiers du nombre n. On apergoit ici quelle est encore, sous ce nouveau 
point de vue, la signification de la decomposition ulterieure des equations qui 
determinaient primitivement ces modules singuliers des fonctions elliptiques; et je 
vais maintenant, pour terminer, indiquer brievement la methode qui m'a conduit 
a ce resultat, et dont la decouverte m'a presente assez de difficultes. 

Le principe que j'ai applique est celui-la meme qui m'avait deja servi k separer 
les modules d'apres les differents determinants des formes quadratiques correspon- 
dantes, et a etablir generalement les equations de degre N, mentionnees ci-dessus* 

dont les coefficients ne renferment que \jn, et dont les racines sont toutes expri- 
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mables en fonclions rationnelles d'une seule d'entre elles et de coefficients entiers 
de la forme a -f- bi. Dans Tequation 

a laquelle satisfont les divers multiplicateurs de la transformation du n'"'"" ordre, 
et dont les coefficients sont des fonctions de nombres entiers et de x^ = k, rem- 

plaQons le multiplicateur jx par la valeur \/n. Comme Tequation modulaire de la 
transformation du n'*"" ordre, 

devient, par la substitution de la valeur X^= i — x*, Tequation 

qui donne les valeurs de k pour lesquelles a lieu la multiplication par V— ^^ Ic 

facteur commun aux deux fonctions 9 {yjn.k) et ip (i — A;, k) contiendra precise- 

ment les valeurs de k pour lesquelles le multiplicateur est egal h \in. Toules ces 
quantites k sont done liees entre elles par une equation dont les coefficients ren- 

ferment yjn, et non-seulement on isole, de cette maniere, les valeurs de k corres- 
pondantes aux formes quadratiques de determinant — n, mais encore on separe 
Tune de Tautre, pour /i ^ 3, mod. 4 9 les deux espfeces de couples de modules com- 
plementaires, etpour n^i, mod. 4^ les deux especes de modules pour lesquelles 
les formes quadratiques correspondantes se distinguent entre elles par leur carac- 
tere relatif au nombre 4- 

Pour parvenir a la separation generale des genres, et par suite a celle des 
formes quadratiques de caractere oppose par rapport k un nombre premier/?, fac- 
teur de /I, il s'agissait maintenant d'etablir une equation en k, dont les coefficients 
continssent la racine carree de p^ et cela de telle maniere que le signe de cette 
racine fut determine par le caractere des formes correspondantes aux diverses 
valeurs de k. Pour obtenir une semblable equation, on fera usage des considera- 
tions suivantes. En designant par p un nombre premier impair, et par X un 
des modules qui se deduisent de k par une transformation d'ordre p, et posant 
de plus K^ = k, }} = /, il existe, comme on sait, entre / et k, une equation de 
degre /? -f- 1 , a coefficients numeriques entiers. La racine carr6e du discriminant de 
cette equation est, comme on le voit aisement, une fonction de ^ a coefficients 

entiers, multipliee par \:^Pf oil Ton doit prendre le signe superieur ou le signe 
inferieur, suivant que Ton a/?^i ou ^3, mod. 4- D'aprfes cela, pour Tequation 
de degre /?, dont les racines sont/? des modules transformes, savoir, /©, /|...» /;,-i» 
et dont les coefficients sont des fonctions rationnelles du (p-+- 1 )'*'"' module trans- 

yinnafrs scientifiques de tEcoU Nor male superieure. Tome III. 4^ 
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ibrnie V et de k, la racine carr^e du discriminant, abstraction faite du fac- 

leur \^±Pf deviendra une fonction rationnelle de k et de /', de sorte qu'il exisle 
une relation de la forme 

Si Ton prend pour la valeur de k une de celles pour lesquelles a lieu la multiplica- 
tion complexe par y-— ^> et que Ton ait n^o, mod. p^ alors, parmi les /? -+- 1 
valeurs de /, il y en aura une, et une seule, qui fera egalement partie de ces m^mes 
valeurs. En la designant par /', /' pourra etre mise sous la forme d'une fonction 

rationnelle de k et de \n^ et Tequation en /q^ /i«..-» Ip^i sera telle, que ses coeflfi- 

cients contiendront rationnellement les seulee quantit^s k et \n. Cette equation 
est maintenant, dans le sens relatif, une equation abelienne, comme cela ressort 
immediatement de ce qui a ete dit plus haut, en ayant egard a ce que les racines 

donnent en meme temps des valeurs du module pour la multiplication par v^— np^. 
Done chacun des- {p — ^) produits 



est une fonction rationnelle des quantites k, ^n ei^ — i. De la resulte aussi, en 
s^appuyant sur la forme du discriminant indiquee plus haut, une equation en k 

dont les coefficients, outre V/» et V*~ i * contiennent V^^» et, en T^tudiant de plus 
pr^Sy on reconnait que la m6me equation continue de subsister pour toutes les va- 
leurs de k correspondantes a la multiplication par >/—/>* de telle sorte toutefois 
que, pour la moitie de ces valeurs, il faut changer le signe du produitll, et par 

suite celui de V^/^. Ce changement lui-meme depend du caractfere par rapport ^p 
de la forme relative au module correspondant, si bien que, pour les valeurs de k 
auxquelles r^pond un mSme caractere des formes correlatives de determinant — /i, 

il faut conserver k v^zt/? le meme signe, et, pour les autres valeurs, remplacer ce 
signe par son oppose. Alors il ne reste plus qu'k faire voir, par des considerations 
simples, que la racine carree de — i disparait des coefficients de Tiquation en it, 
pour en conclure la forme que nous avons indiquee pour les equations partielles 
qui represenient separiment chaque genre de formes quadratiques. Le developpe- 
ment special de la m6thode en question est seulement rendu un pen long par la 
n6cessite oil Ton est, pour d^montrer la verite de T^quation, d'employer la compo- 
sition des formes quadratiques pour toutes les valeurs de^ ou pour la moiti^ de ces 
valeurs. Gependant la theorie de la multiplication complexe fournit pour cet objet 
quelques points de vue simples et nouveaux, comme je le ferai voir dans la suite, 
en exposant completement cette theorie. 
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Je vais donner ici quelques indications sur les methodes employees oour cet 
objet, et faire connaitre en mSme temps ceux des r^sultats obtenus qui peuvent se 
repr^senter par des notations simples. 

Soient P et Q deux nombres impairs positifs, sans facteurs carris, et dont le 
premier soit plus grand que I'unite; supposons, de plus, que Ton attribue aux 
leltres m et n successivement toutes les valeurs entieres et positives, premieres 
avee aP et aQ respeclivement. La valeur-limiie que prennent les deux series 



^\^)'m'-^p' ^\ n J'n^-^P 



pour^ = o, resulte immediatement du M^moire de Dirichlet ins^r^ aux tomes XIX 
et XXI du Journal de Cretle. On a, d'apres cela, 

en posant P.Q = D, et designant par H(— Q), H(P) les nombres respectifs des 
classes de formes quadratiques proprement primitives de determinants — Q et P, 

4o. 
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et par T et U les plus petits nombres pour lesquels on ait 

P__P.U»=ri. 

II faut observer encore que Ton devra prendre H (— i) = -• 

Dans le cas oil D est sans facteur carre et de la forme 4 v + i , le produit de ees 
deux series, ou, ce qui est la meme chose, la serie double 



22 a) (^) 



peut se transformer en 



--a)j-2[R]22z^, 



Dans cette formule, on devra faire R egal k P ou a Q, suivant que P sera -:^ i 
ou ^ 3, mod. 4» )<^ premier signe de sommation se rapportant a toutes les formes 
proprement primitives non equivalentes (a, 6, c), de determinant —D; le 

signe [^ designant le caractere de la forme correspondante pour tons les facteiirs 

premiers de R, de sorte que Ton a 



[^] = (^) 



lorsque (a\ h\ cf) est une forme ^quivalente a (a, b, c) dont le premier coeflicieiit 
a' n*a pas de facteur commun avec R; et enfin les deux derniers signes de som- 
mation s'etendant a toutes les valeurs entieres, positives et negatives, de x et de j^, 
a Texceplion du seul systeme de valeurs x = o^ y =io. II vient, d'apres oela, 

iL.H(-Q).H(P).log(T-+-Uv'P) 



=h-(s)|-p=o2;2i:[K]^ 



Pour determiner la valeur-limite du second membre de cette equation, cher- 
ehons la valeur de 

pour le cas oil a, t, a, 6, c sont des quantites reelles quelconques, satisfaisant tou- 
tefois a la condition 

ac — 6» = D>o. 
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Cette valeur se trouve exprimee de la maniere suivante : 
en representant par ;^(z, (k)) la serie 






/!= H-OO 



et par ^' la dcrivee de cette serie par rapport k z, et posant, pour abreger, 






a a 



Au moyen de cette expression, qui sert de base h toutes mes rechercbes sur ce 
sujet, on trouve que la valeur de la difference 



{a, bf c), (a', b\ &) etant deux formes diff6rentes, de determinant — D, a pour li- 
mite 



27r . / ay/fl i»^(o,M|)>i»^(o,(k); )\ 



p convergeant vers zero, et w'^, w^ 6tant des quantites formees en a', 6', c', comme 
G)|, ot)2 le sont en a, 6, c. En consequence, on a, pour D^i, mod. 4f Tequation 

H,-0).H<P,.N(T^C^P) = |j,-(l)|2[|].og,.i;;^l^,. 
dont le second membre, d*apres ce qu'on a vu plus haut, est egal a 



32<LpJ ^^i»'(o,«,).y(o, 



Wj) 



iorsque P^i, mod. 8, et au triple de cette valeur lorsque P^5, mod. 8, tandis 
que ce second membre devient ^gal k 



^Vf— ll gyg 



lorsque Q^7» mod. 8, et au triple de cette derni^re valeur lorsque Q^3, 
mod. 8. Dans toutes ces formules, les sommations doivent £tre ^tendues i un sys- 
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teme quelconque de formes non equivalentes, de d^teriniaant — D, et le facteur 

H(P).log(T-f-Uv^P), 

dans le premier membre de requation precedente, peut, d'apres Dirichlet* etre 
remplace par une expression formee au moyen des racines (4P)**'"'' de Tunite. 
De meme, la valeur de 

H(-Q).H(P).log(T4-Uv^) 

peut, a Taide de la formule precedente, s'exprimer au moyen des fonclions ellip- 
tiques, pour toutes les autres formes des nombres P et Q, et mSme dans le cas oil 
ces nombres auraient un facteur commun. 

En remarquant que, pour les formes riduites (a, 6, c), on peut, avec une cer- 
taine approximation, se contenter de prendre le premier terme de la serie 5(0, co), 
on voit aisement que la valeur de 

H(-Q).H(P).log(T4-l]v^P) 

a pour expression approchee 



-(s)j-2[-a]-(^-«-). 



la sommation s'etendant k toutes lesyaleursa des premiers coefficients des diverses 
formes reduites. On obtiendrait sans peine une plus grande exactitude, en pre- 
nant quelques termes de plus de la serie d^'; mais la premiere approximation que 
nous venous d'indiquer est deja d'un haut interet, parce que, d'une part, elle per- 
met, de la maniere la plus simple, de se faire une idee de la grandeur des nom- 
bres T et U, et que, d'autre part, elle donne quelques renseignements sur le par- 
tage des nombres a entre les differentes especes. 

Pour eclaircir par quelques exemples cette relation si remarquable de ces deux 
expressions numeriques reposant snr des definitions entierement differentes, pre- 
nons d'abord les cas suivants : 

oil les valeurs numeriques correspondantes, 

2 4-V^, i8-+-5v^, 882-+- 145 v^, 
sonl representees approximativement par les valeurs de la meme expression 

1 \^^ 
8^ ' 
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Comme autre exemple, ies solutions fondainentales de Tequation 

dans le cas de P = 17 et de P = 97, c'est-k-dire Ies valeurs 

4-+-/r7» 56o4 -h 569 ^97 » 
sont exprimees approximalivement par Ies formules 

9 49 

en faisant encore Q = i dans Ies formules precedentes. 

Enfin^ pour D = 85, suivant que Ton prend Q = i, 5 ou 17, on trouve pour Ies 
solutions fondamentales des equations 

P-85U'=~I, T»-I7U«:=:-I, P~5U^=:-I, 

c'est-a-dire pour Ies valeurs 
Ies expressions approchees 

8 sJ5 

Les diverses formes que Ton obtient de cette maniere pour une seule et menie 
solution de Tequation de Pell (comme celle que Ton vient d'obtenir, dans les 

exemples precedents, pour 4-+-V^'7) donnent lieu k un grand nombre de remar- 
ques interessantes. Mais les consequences theoriques qui decoulent des resultats 
pr^c^dents sont bien plus importantes. On y decouvre non-seulement une liaison 
surprenante entre les formes quadratiques correspondantes a deux determinants 
opposes; mais, de plus, on aper^oit encore ici cette decomposition des equations 
aux modules singuliers, qui formait Tobjet principal de la Note que j'ai presentee 
en juin 1862. Cette meme decomposition a fait reconnaitre aisement la possibilite 
de repr6senter, au moyen des modules singuliers des fonctions elliptiques, certaines 
solutions de T^quation de Pell. Mais, pour oblenir la relation interessante qui 
existe entre cette decomposition et la solution fondamentale correspondante, il 
nous a fallu faire usage des methodes de Dirichlet, auxquelles TArithmetique 
transcendante doit tant de beaux resultats, et qui se montrent encore ici tellement 
fecondes pour TAlgebre. En effet, la nature algebrique des expressions ^ intro- 
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duites daus les developpements precedents est d'une haute importance pour la 
theorie des modules singuliers des functions elliptiques en general, bien que, dans 
certains cas particuliers, ces expressions puissent etre remplacees par ces modules 
eux-memes. II nous suffira do citer comme exempic une des formules qui ont lieu 
pour n — 8w -h 5, 

sin^ 

dans laquelle cc et |3 designent tons les nombres moindres que D, pour lesquels on 
a respectivement 

tandis que le signe de produit du second membre s*etend a un sixienie (convena- 
blement cboisi) de tons les modules x pour lesquels se fait la multiplication coni- 

plexe par V" D. La liaison caracteristique des deux theories algebriques ditTe- 
rentes, qui etait contenue dans tons les resultats que nous avons indiques jus- 
qu'ici, ressort de la maniere la plus evidente de cetle formule parliculiere, qui 
donne une relation immediate entreles racines de Tuniteet les modules singuliers 
des fonctions elliptiques. 
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1. Lorsqu'on se propose de trouver dans un corps solide homogfene indefini, 
echaufTe primitivement d'une maniere quelconque, un systeme de lignes le long 
desquelles la temperature reste constamment uniforme pendant toute la duree.du 
refroidissement, on est conduit a resoudre le probleme suivant : 

Determiner la forme de deux fonctions aei ^ de x, y, Zf p4xr la condition que les 
cinq quantitds 

(day (day (day 

[di)-^[d^)'^[Tz)' 



(i) 



da d^ da d^ da d^ 
dx dx dy dy dz dz 

d^a d^a d^a 
dx* dy^ dz* ' 

rf»(3 cf»(3 cf»p 

"^ -4- 



dx* dy* dz 
ne dependent que deaet ^ (*). 



(*) La solution qui va suivre est extraite textuellement d'un M^moire quo j'ai envoy^ avant le I'^juiiiet 
1 865 au concours ouvert par rAcad6mie des Sciences sur la question des Ugnes isoihermes permanentes. 
On pent lire dans le Compte rendu de la stance annuelle du 5 mars i866 le jugement port^ sur ce travail 
par le Rapporteur de la Commission. Seulement je dois ajouler ici que lorsque j*abordai la question pos^ 
par TAcad^mie, je la croyais compl^tement neuve et que j*ignorais Fexistence de tout travail sur le mdme 

AnnaUs scientifiques de rtcole Normale sup^rieure. Tome III. 4 1 
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2. Si Ton pose 

(3) (3=/,(x,7,z), 

el qu'on regarde a et /3 comme deux parametres variables, ces deux equations re- 
presentent deux families de surfaces. II s'agit done de chercber quelle doit etre la 
nature de ces deux families de surfaces pour que les cinq quantites (i), que nous 
designerons par A^, P, g^ /?, y, soient des fonctions de a et |3. 

3. Si Ton considere deux surfaces du sy6teroe(a), correspondant a deux va- 
leurs infiniment voisines a et a + ^a du parambtre, la quaQtit6 h, en chaque 
point de la surface oc, est egale au quotient de da par la portion de normale com- 
prise entre les deux surfaces. De meme, la quantite k, relativement aux surfaces 
infiniment voisines |S et ^ -h rf|3, est, pour cbaque point de la surface /3, en raison 
inverse de la distance des deux surfaces en ce point. 

Quant a la quantity g, on sait que Tangle sous lequel se coupent en chaque 
point de leur ligne d'intersection deux surfaces des systemes (a) et (/3) a pour 

cosinus -^» 

D'apres cette signification geometrique des trois quantites A, g^ .k^ on voit 
d'abord que /e^ deux families de surfaces [a] et{^) dowent itre telles, que deux sur- 
faces quelconques de systeme diffireni se coupent partout sous le mime angle ^ et que le 
long de chaque ligne d' intersection^ la distance de I'une ou I* autre surface a la sur- 
face infiniment voisine reste constante. 

En combinant ces deux conditions, on demontre facilement que chacun des deux 
systimes'de surfaces determine sur une surface quelconque de l' autre systeme une serie 
de courbes paralleles qui, d'apr^s un tbeoremc de Gauss, ont pour trajectoires ortho^ 
gonales un systeme de lignes geoddsiques. 

4. Poursuivons les consequences de cette double condition. 

Rappelons d'abord que si Ton a deux systemes de lignes [x) et [y) decom- 
posant une surface en rectangles infiniment petits tels que adh'h {fig. i), la varia- 
tion di de Tangle sous lequel une ligne quelconque v coupe les lignes d'un sys- 
teme est exprimee par la formule 

I r\ J. dv dx dr 

(4) di= ^, 

P" P' P/ 

oil dx, dy, rfi' representent les elements aa\ ab, al> des lignes x^y, v et Ojp, p^, p^ 



SQjet. Ge n'est qu'au mois de d^cembre i865 que j'eus connaissance d'un Mtooire de M. Bertrand touchant 
cette question, public dans le Journal fie M, LiouviUe (r* s^rie, t. XIV), sous le litre : Sur les sirnpUJ!- 
cations que peupeni apporter des changenients de coordonn^es dans les questions relatiues an mouvement 
de la chaleur, et oCi se trouve une premiere solution trds-^t6gante du probl^me qui fait Tobjei de cet article. 
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les rajODS de courbore geod^sique, pris avec un signe cODvenable, de ces Irois 
lignes, en leur poinl d'inlersecrioa a. 




Consideronsmaintenant unes^riede surfaces infiDimentvoisinesdusysteme (a). 
qui coupent I'uue des surfaces (^] suivaot les lignes paralleles u, u', u", etc. 
{fig- 3). Soil, sur la surface j3, une ligne geodesique v coupant orthogoaalement 
ces courbes aux poiDts a, b', c", etc., et imaginons sur les surfaces (a) les lignes 
geodesiquesj*. y', y", etc., respectivement perpendiculaires Ji u, u', a", etc., aux 
points a, h', c", etc. ; ces lignes peuvent etre considerees comme appartenant ^ une 
certaine surface 7. Soient x, d deux irajectoires orthogonales de ces lignes, pas- 




sant par a el b', et ad , bb' les Elements de ces irajectoires compris enlre y et y\ 

Si I'oQ dtisigne par i et i + di les angles que forme la ligne v avec y eiy'; par p^, 

Py, p, les rayons de courbure geodesique des lignes x, y, v au point a, on aura, eii 

appliquant la formule precedente, 

, , , J. ab' oaf nb 
(5) . di = 

p. p. R, 

Remarquons tout de suilc que p^ et p^ sont les rayons de courbure propreinent 
dits des deux lignes /elf, car les plans osculateursde ces lignes sont normaux ^la 
courbe u en a, et, par suite, se coofondent avec le plan tangent en a a la surface 7. 

4i. 
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Examinons ce que devient cetle relation (5) lorsque le point a se depiace sur 
la ligne d'intersection u des surfaces a el /3. 

D'abord di reste constant, puisque les deux surfaces a et a -h rfa coupent res- 
pectivement la surface /3 sous des angles qui demeurent invariables tout le long 
des lignes u ^l u'; aa! reste aussi constant, puisque c'est la distance, en a, de la 
surface a a la surface infmiment voisine ol + doL^ et que cette distance ne change 
pas le long de la ligne u\ en outre, de Tinvariabilite de i et de ad resulte celle de 

ah et dh\ Quant a la courbure geodesique — dela ligneo^aupointa, onsait qu*elle 

esl egale, au signe pres, a — ; — r-; et,comnierelement&6', qui est la distance en fc' 
des surfaces a et a + doL^ reste aussi constant le long de la ligne v!^ on en con- 
clut que la quantite —est elle-meme invariable. 

Les seuls elements qui, le long de la ligne u^ pourraient varier dans Tequa- 
lion (6), sont done ^y et p„. Mais, si Ton remarque que Ton pent former, relative- 
nient aux deux surfaces |3 et |3 -f- rf/3 et a la surface a, une seconde equation ana- 
logue a (5), dans laquelle entrent p^ et p», avec d'autres elements qui restent con- 
stants le long de i£, on en deduira que les rayons de courbure des courbes y el v^ 
au point a, demeurent eux-memes invariables sur tout le parcours de la ligne u, 

Ainsi, le systeme de lignes gdodesiques qui coupe orthogonalement toutes les cour- 
bes paralleles suivant lesquelles chaque surface d'un systeme est rencontree par les sur- 
faces de r autre systeme, j'ouit de cette propridtd que le long d'une trajectoire orthogo- 
nale quelconque, le rayon de courbure de toutes ces lignes a une valeur constante. 

Voila done deux consequences importantes deduites de la condition que lestrois 
quantites A, g, k soient des fonctions de ol et /3, savoir : i^ les lignes suivant les- 
quelles chaque surface d'un systeme est rencontrde par toutes les surfaces de V autre 
systeme ont pour trajectoires orthogonales un systime de lignes geoddsiques; 2;^ le 
rayon de courbure de ces trajectoires orthogonales conserve une valeur constante le 
long de chacune des lignes d'intersection. 

5. II reste a exprimer que les quantites p et q ne dependent elles-memes que 
des parametres aei ^. 

On sait que si Ton a une famille de surfaces representee par Tequation 

<x=ft{x,y,z), 

la somme des courbures principales-» — ou la courbure spherique d'une surface 

quelconque de ce systeme, en un point, est liee aux quantites h ei p par la for- 

mule 

,^, 1 I dh p 

r r' da li 
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dh etant la variation que subit la quantite h^ lorsqu'on passe d*un point de la sur- 
face a k la surface infiniment voisine a + doL^ suivant la direction de la normale 
en ce point. 

Cette formule a ete donnee pour la premiere fois par M. Lame dans son remar- 
quable ouvrage intitule : Lefons surles coordonrUescurviUgnesetleurs disperses appli- 
cationst § XXV, p. /t2. Mais la maniere dont Tillustre geometre la decouvre sem- 
ble impliquer que les surfaces (a) fassent partie d'un systeme triple orthogonal. 
II ne sera done pas inutile d'en indiquer ici une demonstration directe. 

Si Ton pose, pour abreger, 

dx - *^' rfr - ^' 7z ~ ^' 

(n) >^-P' ^'^~0' ^'*~R' 

^^' \dx^^^' W" 5F-*^' 



d'a ^« rf»a 



a 



=^P". :rr9i = Q", :^^3-.=^R^ 



dydz * dxdz ' dxdy 

I'equation du second degre en p, qui donne les deux rayons de courbure princi- 
paux de la surface a au point x^ y^ z, est 

[P'(Q'R'— P''')H-Q»(P'R'~Q^»)-hR»(P'Q'~R'») 
(8) ; -+-2QR(Q"R''— P'P'^)-I-2PR(P^R^-Q'Q")-+-2PQ(P-'Q''-" R'R'')]p' 

( + A(A'/i — P'P'— Q^Q'- R'R'- 2QRP''-~ 2PRQ"- 2PQR'')p -4- A* r a. 

La somme des inverses des racines de cette equation est egale a 

P^F^ (^^(^^ -I- R»R^ 4- 2QRP^^-H 2PRQ^ + 2 PQR*^ p 

h} A' 

Or, lorsqu'on passe de la surface a a la surface infiniment voisine ol h- dcL^ sui- 
vant la normale a la premifere surface, les coordonn6es Xy y, z subissent des ac- 

Prfa Qda Rcfa .^ . ■ . 

croissements representes par -rri ^^-ir-^ "P"^ P*** suite, on trouve pour la varia- 
tion dh de la quantity h 

</a[P(PF + QR^4-RQ^)4-Q(PR^-HQQ^+RP^)-+^R(PQ^-f-QP^-b RR] j 

A» 

ou 

</a(P»F -f- Q»Q^ + R'R^-h 2QRP^-f- 2PRQ^4- aPQR^) 

done la somme des courbures principales de la surface est bien egale ^ 7~ ~~ 7* 
6. II resulte de Ik que la courbure spherique des surfaces (a) et (|3) doit etre 
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constante le long de chacune de leurs lignes d'interseclion. Mais la somme des 
courbures de deux sections normales rectangulaires, en un point d'une surface, 
est constante aulour de ce point. On pent done dire que la somme des courbures 
des sections normales men^s, en chaque point, suivant la ligne d*intersection de 
deux surfaces a et |3 et la ligne geodisique qui lui est perpendiculaire sur cbacune 
de ces surfaces, doit rester invariable; et comme d^ja la courbure dans le sens de 
la ligne g6od^ique est constante, il en doit etre de meme de la courbure dans le 
sens dc la ligne d'intersection. 

Ainsi lesdeux systemes de surfaces (a) et[^) sont teky que la courbure des sections 
normales, menees tangentiellement a leurs lignes d'intersection, est constante le long 
d'une mSme Ugne. 

7. Considerons la ligne d'intersection u de deux surfaces a et /3; comme, d'une 
part, ces surfaces se coupent partout sous le meme angle, et que, d'autre part, 
leurs sections normales, menees tangentiellement a la ligne i/, ont une courbure 
constante le long de cette ligne, on en deduit aisement, par le theoreme de 
Meusnier, que le rayon de courbure de la ligne u est constant, et que son plan oscu- 
lateur fait partout le meme angle avec chacune des deux surfaces. 

On pent done dire que toutes les sutfaces d'un systeme determinent sur une sur- 
face de I' autre systeme une serie de lignes d'ECLLE courbure giIooesique. 

8. Nous allons maintenant demontrer que lorsque, sur une surface^ un systime de 
lignes d'egale courbure geodesique a pour trajectoires orthogonales un systeme de 
lignes gdodesiqucSy la courbure de la surface est constante le long d^une ligne quel- 
ronque du premier stystime (*). 

Soient, en effet, (w) une serie de lignes d'egale courbure geodesique, et (r) le 
systeme de leurs trajectoires orthogonales. D^signons par du et iv les elements 

respcctifs des deux lignes u et r, el par — la courbure geodesique de la ligne u. On 

sait que, dans le passage de la ligne u a la ligne infiniment voisine u\ la variation 

(J.rfa de Telement du (sans avoir egard au signe) est 6gale a rfw.c^(^. — • Comme dv 

et — sont constants le long de la ligne u, on en conclut deja que les variations sue- 

(*) Uno pareille surface est applicable sur une surface de revolution. On pent, en efTet, 6noucer le theo- 
reme suivant : ToiUe surface ^ sur laquelle il existe un systeme de lignes d'egale courbure geodesique ayant 
f)our trajectoires orthogonales un systeme dc lignes geod^siques y est necessaircment applicable sur une 
surface de revolution, A i aide de ce theoreme on reconnait immediatement que les surfaces heii^oidales 
sont applicables sur des surfaces de revolution, comme I'a demontre, pour la premiere fois, Edmond Bour, 
dans son beau Memoirc sur la deformation des surfaces; car on voit tout de suite que les helices decrites 
par les differents points du profil generateur sont dee lignes paralleles et presentant sur toule leur etendue 
la meme courbure geodesique. 

On pourrait d ailleurs deduire de ce theoreme un moyen de former requation generate des surfaces 
applicables sur les surfaces de revolution. 
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cessives de Telement du entre deux trajectoires orthogonales consecutives sonl les 
memes d'une trajectoire a Tautre. Or, en appelant r, r' les rayons de courbure 
prineipaux de la surface, on a, d*apres Gauss, 

8^,du du 

done rr' est constant le long de chacune des lignes [u). 

9. Revenons aux deux syst^mes de surfaces (a) et (P). Le long de la ligne d'in- 
tersection u de deux surfaces de systeme different, la somine des inverses des 
rayons de courbure prineipaux de chacune des surfaces est constante, ainsi que le 
produit de ces rayons; par suite, chacun des rayons de courbure est lui-meme in- 
variable. D'ailleursy la courbure de la section normale menee tangentiellement a 
la ligne u est constante. Done, cette ligne ufait partout le mime angle avec les lignes 
de courbure de chaque surface. 

Designons par £ Tangle constant qu*elle forme, sur Tune des surfaces, avec la 
section principale de rayon r. Sa torsion geodesique, par rapport a cette surface, 
est, d'apr&s une formule de M. Bertrand, representee, au signe pres, par 



sine cos fi 



(^p) 



Elle est done constante. Par suite, le systeme de lignes geodesiques [y) qui coupe 
ortliogonalement la ligne i^ a la meme torsion geodesique le long de cette lignCc 
Or, on sait que generalement Tangle de torsion geodesique d'une ligne tracee sur 
une surface est egale a son angle de torsion proprement dite, diminue de la varia- 
tion de Tangle que forme son plan osculateur avec la norpialea la surface; que, 
par consequent, pour une ligne geodesique, la torsion geodesique n'est autre que 
la torsion absolue. Done les lignes geodesiques {v) ont la m£me torsion le long de la 
Ugneu. Nous avons deja reconnu qu'elles ont la n>eme courbure; elles ont d'ail- 
leurs le meme element &sf compris entre deux trajectoires ortbogonales consecu- 
tives. Des lors, nous pouvons conclure, en derniere analyse, que toui^s ces lignes 
sont des courbes svpcbposables. 

JLe^ surfaces {a) el (/3) peuvetit done iire cansiderees eomme engendrees chacune 
par une ligne qui se deplace, sans se de/ormer, de maniere qua cliaque instant r ele- 
ment de trajectoire de chacun de ses paints soit mnmal a son plan osculateur en ce 
point. 

10. Pour Tetude de cette generation il y a deux cas h distinguer : 

1° La ligne mobile est plane. 

Les elements de trajectoire des differents points de cette ligne devant elre nor- 
maux a son plan, on voit sans peine que le deplacement de cette ligne, a chaque 
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instant, doit etre produit par un mouvement de rotation autour d'un axe sitae 
dans son plan. II en resulte que, dans ce cas, on devrait regarder chacune des sur- 
faces (a) et (/3) comme engendree par un profil, de forme quelconque, qui se 
meut en tournant a chaque instant autour d'une droite de son plan, c'est-a-dire 
comme une surface moidure relative a une surface developpable quelconque; et 
que, pour se representor ensemble les deux systemes de surfaces (a) et (|3), il 
faudrait imaginer dans un plan deux systemes de lignes dependant de deux para- 
metres [a) et (6), et supposer que ce plan roule sans glisser sur une surface de- 
veloppable quelconque; les deux systemes de courbes (a) et [b) engendreraient 
les systemes de surfaces (a) et (P). 

Mais il est facile de reconnaitre que ce double systfeme de surfaces moulures re- 
latives a la memo developpable se reduit ici a un double systime de surfaces de 
revolution autour d'un mSme axe. 

En effet, remarquons d*abord que le profil d'une surface moulure est dans 
toutes ses positions une ligne de courbure d'un systeme de la surface, et que les 
trajecloires des differents points de ce profil constituent les lignes de courbure de 
I'aulre systeme. Or, le rayon de courbure de la surface, le long de chacune de ces 
trajectoires, doit etre constant, d'apres le n® 6; la surface a done Tun de ses rayons 
de courbure constant le long de cbaque ligne de courbure d'un systeme. II en re- 
sulte que les normales a la surface, menees le long d'une memo ligne de courbure de 
ce systeme, se coupent en un memo point, que, par suite, la surface est Tenveloppe 
d'une sphere mobile, et que le systeme de lignes de courbure forme par les trajec- 
toires est circulaire, ce qui ne pent evidemment avoir lieu que si le profil tourne 
constamment autour d'un memo axe situe dans son plan, c'est-a-dire engendre 
une surface de revolution. 

2^ La ligne mobile est A double courbure. 

On sait que tout deplacement infinim^nt petit d une figure pent etre produit 
par un mouvement beliQoidal infiniment petit, c'est-a-dire par une rotation infini- 
ment petite autour d'un axe qui glisse infiniment peu sur lui-meme. La genera- 
trice doit done etre telle, que, par un pareil mouvement, chacun de ses points de- 
crive un element de trajectoire perpendiculaire au plan osculateur de la courbe 
en ce point. [On congoit qu'une ligne quelconque puisse ne pas satisfaire a cette 
condition; si Ton cherche en effet quelles sont les lignes qui, en tournant d'un 
mouvement helicoidal infiniment petit autour de Taxe des js, jouissent de cette 
propriete, on trouve qu'elles doivent satisfaire a Tequation differentielle 

ydx— xdy = cdz , 

dans laquelle c exprime le rapport des quantites infiniment petiles de glissement 
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et (le rotation, et que, en consequence, ellessont donnees par les equations 

qui renferment une fonction arbitraire <f{z) et sa derivee f'[z)\. 

Imaginons une ligne qui, dans un premier deplacement infiniment petit, reai- 
plisse la condition ci-dessus enoncee; il est evident que pour ne pas cesser de la 
remplira tout instant de son mouvement, elle doit continuer a tourner autour du 
meme axe et de la meme maniere. On voit done que la surface qu^elie engendre 
n'est autre qu'une surface hilicoidale , 

II resulte de la que, dans le cas oil la ligne mobile est a double courbure, les 
deux systemes de surfaces (a) et (/3) ne peuvent etre que des hetigoides de mime 
axe et de mime pas ^ ay ant pourprofils deux series de lignes quelconques. 

11. Nous pouvons done enfin formuler la conclusion suivante : 

Pour que les cinq quantites A^, g, k', p, q ne dependent que de « et j2, il faut 
et il suffit que les surfaces representees par les equations 

soient ou deux systemes de suffaces de revolution autour d'un mime axe, ou deux 
systemes de surfaces heligoidales de mime axe et de mime pas. 

12, Si Ton prend pour axe des z Taxe de cbaque systeme, ces surfaces ont 
pour equations : 

I® Le double systeme de surfaces de revolution 

((10) ^ = ^[z,x^-\-r'); 
2** Le double systeme A^heligoides 



X 



(11) a = 9, ( 2 — marc cos - — ■ > sjx' ^ y 
(B) ' 



(12) a = di,( 2 —marc cos ^ ? y^x'-hj" | 

\ ^x' 4- r' / 



?» +» ?o ^< etant des caracteristiques de fonctions complelement arbitraires, et w 
un coefficient quelconque. 

Si m est nul, le second systeme d'equations se confond avec le premier. Le sys- 
teme (B) exprime done la forme la plus generale que puissent avoir les fonctions 
f\ et /a dans les equations (a) et (3), pour que les cinq quantites A*, P, g, /?, q 
ne dependent que de a et /3 (*). 



(*) II serait plus exact de dire que les fonctions les plus g^n^rales sont celles qu'on d6duil des Equa- 
tions (B) en y rempla^ant x, j, z par les fonctions lin^aires de .r, v, z auxqueiies donne lieu une trans- 
forroatioii de coordonn^. 

Annates seientifiques de l'£cole Nor male super ieure. Tome III. i|2 
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Est-il besoin d'ajouter que ces fonctions peuvent etre tout simplemeDt lineaires 
en a?, J, Zy auquel cas les quantites A", g^ P sent constantes, et les deux autres , p 
et^r, nulles? 

13. On pent encore enoncer la conclusion qui precede sous une autre forme, en 
(lisant que Us equations (a) e/ (3), considerees simultanement^ ne peuvent represent- 
ter d'autres systemes de lignes que des droites paraUeles^ ou des circonferences de 
m6me axe^ ou des helices de mime axe et de mSme pas. 

• 

Generalisation de la solution precedente, 

14. On peut generaliser le probleme qui vient d'etre resolu, en se proposant de 
trouver n — i fonctions a,, aj, a,, • . . , ««-< des n variables jc,, Xj, o?,, . . . , x^ qui 
soient telles, que les quantites 



/ 



I = /I 



I = n 



I = n 



I = n 



\Z[-d^J' Z[-d^,)'--' Z[dxJ'"' 2i[-d:^l' 



i = I 



I =^ I 



t = I 



I = I 



I = n 1 = n 

doLx docj 






, . . . , 



t= I 



I = I 



■ • — ^ I 9 * * * ? ^r I — — '^-^-^— • " I 

dXi dxi) ^w \ dxi axi ) 

1=1 /= 1 



2C 



dXi ' 4^ fl^^, 
1 = 1 * = 1 



{ = /< 



, . . . ) 



2 



dxi 



I = n 



5 • • > 



2 



rf'a«_ 



II— I 



dxi 



I = I 



I = I 



ne dependent que de «<, a,, . . . , «;,_,. 

II est facile de reconnaitre que les fonctions 



('4) 



«! = 9, j;„ — |tx„_j arc cos 



Xy 



^x\ + x\ 



9 Xn-x —r a,_3 arc cos 



Xt 



sl^\ -H -^.5 



1 • • • 1 



■r, — tJL, arr. rns ' % ^x\-{- x\\ 



==oJ 



«« — 9» I ^« — /jt,-3 arc cos 



X, 



» j:„_, — a„_, arccos 



07, 



, . . . , 



.2 



J7., — a, arc cos -^-^- ^ V^^r? 4- J^ , | 



afl-i = 



?/i-i ( ^n — a««, arc cos ^ !. — » x„_, — jut*^, arc cos ? — > • • • » 



)Jx] -f- ^rj 



^Ta — Lt, arc cos -- - ? )Jx\ -h X? 1 1 



f^if /^a* /^3» • • • ♦ /^/i~2 etant les constantes quelconques, et <p,, ^a* • • » f/i-i des ca- 
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racteristiques de fonctions arbitraires; il est facile, dis-je, de reconnaitre que cCvS 
fonctions satisfont a la condition ci-dessus enoncee. II suffit de poser 

Xn — u«-3 arc cos ,, = >.«_, , j:,-; — a„_3 arc cos , ' - = >*-;; , • » 

^x\^x\ "^ v/^; + ^; 



Xi 



x^ — /[x, arc cos . = X, , ^x\ -h ^^ =^ , 

V'arj -h x\ 

et de former les valeurs des quantites (i3) : on trouve qu'elles ne dependent que 
de 5, X,, Xo, X3, . . . , X„_2) et, par suite, en vertu des equations (i4)» que de ai, a^* 

Mais, pour avoir la forme la plus generate des fonctions a,, ^s* • • » ^/i-i« 
il faut faire une substitution lineaire analogue a celle qui constitue la trans- 
formation des coordonnees, c'est-a-dire substituer dans les equations (i4)» aux 
variables j?i, o^st . . . 9 ^n» les fonctions lineaires suivantes : 

CL\,\ Xi -f- flj,, Xi -T- fls.i -2^3 -r . • • -r fl«.i ^n 

('5) i . . 

[lont les coefficients satisfont aux relations 

/ = f / = 1 1 = 1 1 = 1 

t =.n i =z n I = // I = /« 

. • , . • 
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PROFESSELR AU LYCEE lUP^RIAL DE MONT - DE - M A RSAN. 



Prelim iNAiREs. — Pour bien faire comprendre ce qui nous a dirige dans ces 
recherches ct la part qu'il y faut laisser a rinvention, il convient de dire quelques 
mots sur les idees qui nous ont servi de point de depart. Dans un Memoire publie 
dans le Journal de Crelle, en i83i, sous le titre : Nouvelle methode pour decou- 
^ vrir des theoremes en Geometries M. Magnus a pose fes principes generaux qui 
doivent s*appliquer dans toute nielliode de deformation dans laquelle on fait cor- 
respondre un point a un point et aussi celle dans laquelle a une droite correspond 
une droite, puisqu'il suffit de transformer les resultats precedents par les polaires 
reciproques. Ces resultats sont : que toutes les fois que par une loi geometrique 
quelconque on fera correspondre un point d'une figure a un autre point, a une 
droite correspondra une conique passant par trois points fixes, que M. Magnus 
appeile les points principaux ; et generalement a une courbe de I'ordre m corres- 
pond une courbe de I'ordre nm ayant trois points multiples d*ordre m, les points 
principaux. Nous compl6terons ceci tout d*abord en faisant connaitre la classe de 
la conrbe correspondante, quand celle de la proposee est donnee et egale a n. Le 
theoreme ainsi complete s'enoncera : 

Thkoreme. — Toutes les fois que dans une methode de Geometrie compar^e, a un 
point correspond un point, a une droite correspondra une conique passant par trois 
points Juices s et a une courbe de Fordre m et de la classe n correspondra une courbe de 
I'ordre im et de la classe 2m -\- n, ayani pour points multiples d'ordre mrles trois 
points fixes. 

Soit en effet A la courbe proposee, laquelle est de I'ordre m el de la classe »; 
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soil A' la courbc qui lui correspond et dont nous nous proposons de determiner la 
classe, e'est-a-dire le nombre de tangentes qui peuvent lui etre menees par un 
point a\ Soit a le point de la premiere figure qui correspond a a'; ^ une tangeute 
menee par le pont a' a la courbe A' correspond une conique passant par le point a, 
Ics trois points fixes, et qui de plus est tangente a la courbe A. 11 y aura done 
autant de ces tangentes qu'il y a de ces coniques. M. Chasles a demontre [Comptes 
rendus des seances de I'Academie des Sciences^ i ^^ aout 1 864 ) que dans un systeme dont 
les caracteristiques sont /x et v, il y a /^/x -h mv coniques tangentes a une courbe 
d*ordre m et de la classe n. Dans le cas present, les coniques passant par quatre 
points, les caracteristiques sont i et a ; il y a done n +- 2/n coniques tangentes a la 
courbe A, ce qui prouve que la classe de la courbe A' est n -f- im, comme nous 
Tavions annonce. 

En transformant ce theoreme par les polaires reciproques, on obtient le theo- 
reme correlatif qui sert pour le cas ou Ton fait correspondre une droite a une 
droite, theoreme dont nous ferons usage par la suite. Si Ton applique le theoreme 
general que nous venous d'etablir aux sections coniques, on trouve qu'a une 
conique correspond une courbe du quatrieme ordre et de la sixieme classe ayant 
trois points doubles. II importe de remarquer que toute courbe du quatrieme 
degre ayant trois points doubles pent etre consideree comme la transformee d'une 
certaine section conique convenablement choisie, de telle sorte que les proprietes 
de ces courbes, deduites de celles des sections coniques par la methode de 
M. Magnus, conviennent a toute courbe du quatrieme degre, douee de trois points 
doubles, et non a une famille particuliere de ces courbes. 

Ce fait n'est pas, on le comprend, sans importance et pent se demontrer bien 
simplement. On pent voir tout d'abord que pour I'etablir il n*est pas necessaire 
de rester dans la generality oil M. Magnus s'est place, mais qu'on pent choisir 
telle loi geometrique particuliere qu'il nous conviendra d'adopter. Supposons, par 
exemple, que nous fassions correspondre une droite a une droite au moyen d'un 
triangle. Soient /?, q, r les distances des sommets de ce triangle k la premiere 
droite, les coordonnees tangentielles de la droite, et p\ q\ r' celles de la seconde 
droite. Supposons que ces coordonnees soient liees entre elles par les relations 

PP' = ??' = '•'*' 

a une conique dont Tequation generate dans ce systeme de coordonnees est, comme 
on le sait, 

correspondra uue courbe dont Tequation sera 

A. ]^ £l J^ JL F _ 
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Cette courbc est de la quatrieme classe, et on peut reconnaitre qu'elle admet pour 
tangentes doubles les cotes du triangle qui a servi a la deformation. Mais, ricipro- 
quement^ si Ton cherche Tequation generale des courbes de la quatrieme classe, on 
trouve une equation de cette forme, qui, transformee suivant la loi adoptee, donne 
naissance a une section conique, ce qui etablit que toute courbe de la quatrieme 
classe ayant trois tangentes doubles, peut etre consideree comme la transformee 
d'une section conique convenablement choisie. 

Ceci pose, nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de developper dans ses 
details une nietbode de transformation par correspondance d'une droite a une 
droite, la loi geometrique qui unit ces deux droites etant explicitement formnlee. 
Pour le dire en passant, cette loi est celle que nous venons de traduire a Tinstant 
par les formules 

On conQoit, en effet, que la correspondance d'une droite a une droite pouvant 
se faire suivant une infinite de lois, les proprietes deduites desconiques pour les 
courbes d'ordre superieur different avec la loi adoptee, et qu'a cote du theoreme 
qui resulte du seul fait que la courbe est consideree comme transformee d'une 
conique par correspondance d*une droite a une droite,- theoreme independant d« 
la loi choisie pour etablir cette correspondance, s'en ajoute un autre dependant 
au contraire de cette loi. II y a done la un vaste sujet de recherches dont le succes 
di^pend du choix plus ou moins heureux de la loi geometrique qui sert de point de 
depart, et c'est ce que Ton comprendra fort bien par I'exemple que nous allons en 
donner. 

MSthode de transformation dite par transversales reciproques. 

Principe. — £tant donnes un triangle ABC et une transversale abcy a correspondanl 
au cdtd BC et ainsi des autres, si fan prend les points a\ h\ & respectivement symetri- 
ques des points a, b, c par rapport aux points milieux des cdtes du triangle surlesquels 
its sontpUicSsj ces trois nouveaux points sont en ligne droite, 

Cest ce qui resulte immediatement du theoreme surla transversaled'un triangle 
et de sa reciproque. Ces deux droites, tellement liees Tune a I'autre que la seconde 
se deduise de la premiere et inversement, peuvent etre appelees transversales red- 
proques^ et la methode de transformation a laquelle elles donnent naissance, 
methode de transformation par transversales reciproques. Ces deux droites sont liees 
Tune k Tautre par une loi bien fawle a demontrer et que nous enon<;ons par le 
theoreme suivant. 
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Theori-me I. — La transversale reciproque est parallele a la droile qui joint les 
points milieux du quadrilatere complet que forme la transversals proposes Oi^^ec le 
triangle. Ces points milieux et les points ou la transversals reciproque rencontre les 
cdte's du trictngle forment deux systemes de points homothetiques ; le centre de gravite 
est le centre de cette homothetie dont le rapport est celui dsi a \. 

Nous savons deja par le theoreme de Magnus, que nous avons rappele en com- 
menQant, que dans un tel mode de transformation, a un point de la premiere figure 
correspond une conique tangente a trois droites fixes. Ces droites, dans le cas pre- 
sent, ne sont autre chose que les trois cotes du triangle, ainsi qu'on s'en assure en 
considerant les droites qui passent par le point propose et tendent a passer par un 
sommet du triangle. Mais ce point et cette conique sont lies Tun a Tautre par une 
loi extremement simple qui resulte, comme on va le voir, du theoreme precedent. 

Considerons, en effet, un point a de la premiere figure determine par deux 
droites que nous appellerons h et A, et soient K et k les droites reciproques de 
celles-ci. Au point a correspond une conique tangente a ces droites h! et k, et aux 
trois cotes du triangle; soit le centre de cette conique. Si Ton considere le qua- 
drilatere forme par la droite A' et les cotes du triangle, la droite qui joint les points 
milieux des diagonales de ce quadrilatere passe par le centre de la conique 
inscrite : c'est le theoreme de Newton. Mais nous savons, par le theoreme prece- 
dent, que cette droite est parallele h la droite h et que le centre de gravite du 
triangle propose est deux fois plus eloigne de cette derniere que de Tautre. Si Ton 
fait le meme raisonnement pour les droites k et k\ on arrive a cette conclusion 
remarquable que le point a, le centre de gravite du triangle et le centre de la 
conique correspondant au point a sont trois points en ligne droile, et que le 
centre de gravite partage cette droite dans le rapport de 2 a 1 . Nous enoncerons 
done ce theoreme, qui est fundamental dans cette theorie et qui, par sa simpliciie, 
fait tout le succes du mode de deformation que nous exposons : 

Theoreme II. — A un point correspond une conique inscrite au triangle qui seri 
de base a la transformation; le pointy le centre de gravite du triangle et le centre de 
la conique qui correspond au point sont trois points en ligne droite, et Is rapport des 
distances du centre de gravite a ces deux points, rapport pris dans Vordre que nous 
venons d^indiquer^ est celui de 2 a i . 

Si le point propose est a I'infini, le centre de la conique correspondante s'eloigne 
lui-meme a Tinfini, la conique devient une parabole dont I'axe est parallele a la 
direction donnee. Comme cette consequence est imporlanle, nous Tenoncerons par 
le coroUaire suivant : 
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Corolla IRE. — A un point a I'infini de la premiere figure correspond une para- 
bole dont raxe est parallele a la direction donnSe. 

On sail combien il est difBcile le plus ordiaairement de savoir ce que devienneni 
apres une transformation les angles et surtout les proprietes metriques d'une figure 
donnee, et que si Ton transforme simplement les proprietes descriptives des figures, 
il n'en est pas de oieme des autres. Cette difficulte se trouve comme annulee dans 
le cas present, et il nous a semble que e'etait la un fait digne de remarque. 

En eiTet, si deux droites dans la premiere figure se meuvent de fa^on que 
Tangle qu'elles font obeisse ^ une certaine loi, reste constant par exemple, a ces 
deux droites correspondent deux droites, cbacune d'elles determine avec les trois 
cotes du triangle une parabole inscrite au quadrilatere ainsi form6, et les axes de 
ces paraboles etant paralleles aux droites proposees. Tangle de ces axes restera 
constant ou plus generalement suivra la loi indiquee pour les droiles proposees. 
De meme pour les proprietes metriques: si certains points dans la figure proposee 
sont lies par une certaine relation metrique, a ces points correspondront des 
conlques dont les centres, formant une figure semblable (Thj^or^me II ) k celle for- 
mee par les points, jouiront de la meme propriete. En un mot, les angles ne se 
conservent pas dans cette transformation, mais se retrouvent sans alteration sur 
des droites remarquables, qu*on deduit facilement des transversales reciproques, et 
les relations metriques entre des points se retrouvent modifiees dans le meme 
rapport, conservees, par consequent, dans les centres des coniques qui corres- 
pondent aux points donnes. 

Tels sont les principes qui regissent notre mode de transformation, qui sont 
particuliers a la loi geometrique choisie pour faire correspondre une droite a une 
droite, et cessent d'etre vrais pour une loi differente. Si nous avons bien explique 
ifotre pensee, on doit comprendre des k present Tavantage qui resulte du cas par- 
ticulier dans lequel nous nous sommes place, et c'est ce que nous ferons mieux 
voir encore par les applications que nous donnerons de cette metbode. Mais avant 
d'entrer dans cette seconde partie de ce travail, nous ferons connaitre Tapplication 
que nous avons faite de ces transversales reciproques pour la rechercbe de la loi 
qui unit les centres de gravite des triangles qui composent un polygone complet. 

Recherche du centre de gravite dans les polygones complets. 

Expliquons ce que nous nous proposons dans cette recherche et disons tout 
d*abord que nous n'attachons a ce mot : centre de gravite dans les polygones complets j 
qu*un sens purement geometrique, ainsi qu'on le verra par la definition que nous 
en donnerons. 

Annalcs scientiftqucs de tEcole Nor male superleure. 1'oin« HI. 43 
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Considerons un point remarquable d'un triangle, c'est-k-dire un point defini 
par une certaine propriete geometrique, la meme pour tous les triangles, et appe- 
Ions ce point, sans le defmir autrement, le point p du triangle. Si nous conside- 
rons un quadrilatere coinplet, nous pourrons dire que ce quadrilatere determine 
quatre triangles que Ton obtient en faisant successivement abstraction d*une des 
droites donnees; a ces quatre triangles correspondent quatre points/?. Ces quatre 
points sont lies aux elements du quadrilatere par une certaine loi plus ou moins 
simple, plus ou moins facile a decouvrir, mais qu'on pent affirmer par avance 
exister necessairement, puisqu'on ne pent faire disparaitre en meme temps une 
des droites donnees sans faire disparaitre du meme coup trois de ces points/?. II y 
a done un certain lien entre cette droite et ces trois points qui s'evanouissent ainsi 
en meme temps, et il y a la une loi geometrique qu'on pent se proposer de recber- 
cher. Si cette loi est telle, qu'elle permette de conclure Texistence d'un certain 
point se deduisant du quadrilatere par une propriety toute semblable a celle qui a 
servi a defmir le point/? dans le triangle, nous pourrons assez naturellement 
appeler ce nouveau point le point/? du quadrilatere complet. Si maintenant nous 
considerons un pentagone complet, qui determine cinq quadrilateres complets que 
Ton obtient en faisant successivement abstraction d*une des droites proposees, a 
ces cinq quadrilateres correspondent cinq points /?,et nous pourrons nous proposer 
de rechercber si la loi ne se continue pas pour ces cinq points, et s'il n'existe pas 
pour le pentagone complet un point/? se deduisant de ces cinq points par la meme 
propriete geometrique qui caracterise ces points. Et de meme que, dans I'analyse, 
quand on soupQonne la loi que suivent les termes d'une serie on suppose cette 
loi vraie pour le terme de rang (/i — i) et on demontre que la loi subsiste pour le 
terme de rang riy de meme ici on supposera la loi vraie pour le polygone de {n—-i) 
droites et on demontrera qu'elle subsiste pour le polygone de n droites. C'est en 
nous laissantguider par ces idees generates, qui s'appliquent aussi bien aux poly- 
gones determines par des points, que nous avons fait connaitre [Revue desSocietes 
savantes^ mars 1866) la loi tres-simple qui unit les centres des cercles circonscrits 
aux divers triangles determines par un polygone complet de n droites. Ce qui suit est 
une application toute semblable de ces idees aux centres de gravite de ces triangles. 
Le point de depart de cette etude est le theoreme suivant. 

Theorkme. — Etant donni un triangle^ on considere trois transversales de ce trian- 
gle se coupant deux a deux sur les c6Us du triangle donni et leurs transversales red- 
proques qui se coupent dgalement deux a deux sur les cdtis du triangle proposd. Ces 
deux triangles, savoir : celui des transversales et celui des transversales riciproqueSy 
jouissent de la propriete que la droite qui joint leurs centres de gras^itd passe par le 
centre de gruKfite du triangle donne, et y est partagee en deux parties e gales. 
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Ge theureme n'est que la consequence immediale d'un thcoreine plus general. 
Considerons deux triangles ABC, A'B'C situ^s d'une maniere quelconque danii 
I'espace ; joignons AA', BB', CC et parlageons ces droites respecUvement aux 




points A", B", C" dans un meme rapport, celui de m a n. Je dis que les Irois trian- 
gles ABC, A"B"C", A'B'C ont leurs centres de gravite g, g", g' en ligne droile, 
et que la droite gg' est partagee au point g" dans le rapport de m a n. Si eo effet 
nous considerons le quadrilatere gauche AB, A'B', et si nous considerons le point 
c milieu de AB, et le point c' milieu de A'B', c'cst une propriety Men connue que 
cette droile ira rencontrcr la droite A'^B", qui partagc les cot^s opposes AA' £1 
BB' dans un meme rapport, que le point c" ainsi obtenu sera le milieu de A"B", 
et que la droite cc' sera partagee en ce point c" dans le rapport de m a n. Si main- 
tenant nous menons les droites Cc, Cc", Cc', que nous partagions la droite Cc au 
point g et la droite Cc' au point g', de fagon que ^ = 2, ^-r-r = 2, auquel cas 

les points g, g' sont les centres de gravity des triangles ABC, A'B'C. La propri^tc 
que nous avons deja invoquee nous montre que )a droile gg' ira rencontrer la 
droite C"c" en un pointy" qui sera lei : 

>' Que ^-s-p, = a, ce qui apprend que ce point g" esl le centre de gravite du 
triangle A"B"C''; 

2" Que -^-^ = — ■ 
g'g' » 

Ces deux conclusions nous donnent le theorbme general, duquel nous allons con- 
clure le lli^oreme que nous avons annonce. En effet, le triangle forme par les 
transversales, le triangle que Ton obtient en joignant les points milieux du trian- 
gle donne et le triangle formd par les transversales reciproques realisent dans le 
plan la position des trois triangles ABC, A''B"C', A'B'C, que nous ftvons consi- 
der^ dans I'espace. Ici m = r, n = i, ce qui demonire le th^orfeme. 

Si mainlenani nous considerons deux transversales reciproques abc, a^b'c', les 
trois points a, b, c et les trois pomts a', if, cf peuvent etre consider^s comme for- 

43. 
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mant deux triangles iDfiniment aplatis, occupant, l*un par rapport a Tautre, la 
position (les triangles que nous avons consideres dans le theoreme precedent. Nous 
concluons de cette remarque le coroUaire suivant : 

CoROLLAiRE. — itafil dofince une transversale qui rencontre les cdtes du triangle 
ABC aux points a, 6, c, on considere la transversale reciproque^ et soient a', b\ c' 
les points oil eUe rencontre les cdtes du triangle. Le centre de gravite des trois points 
a, b, c, le centre de gravitd des trois points a\ b\ d et le centre de gravite du triangle 
sont trois points en ligne droite; ce dernier portage la distance des deux autres en 
deux parties egales. 

Si nous rapprochons cette conclusion du theoreme II deinontre plus liaut, nous 
arriverons, comme on va le voir, k un theoreme fort simple sur les centres de gra- 
vite des triangles formes par un quadrilatere eomplel. Soit eneffetABGD un quadri- 
latere complet : si nous faisons abstraction de la droite D, il reste le triangle ABC, 
dont je designe le centre de gravite par G. Considerons la droite D comme une trans- 
versale du triangle ABC, et soient a, fe, c les points oil elle rencontre les cotes de 
ce triangle. Imaginons la droite D' transversale reciproque de la droite D par rap- 
port au triangle ABC, et soient a', b\ c' les points oil cette droite rencontre les 
cotes du triangle. Appelons enfin g le centre de gravite des points a, 6, c, g' celui 
des points a', b\ c\ lesquels points sont en ligne droite ayec le point G, ce point 
occupant le milieu de la distance gg\ ainsi que nous I'avons etabli. Si nous con- 
siderons en outre la droite qui joint les points milieux des diagonales du quadri- 
latere ABCD, ces trois points, dont j'appellerai 7 le centre de gravite, forment, 
d'apres le theoreme II, un systfeme homothetique a celui des trois points a', V^ d, 

et le point G est le centre de cette homothetie, dont le rapport a pour valeur-- 

De la resulte que le point g' et le point 7, points homologues dans les deux sys- 
lemesy sont en ligne droite avec le point G, et que ce dernier partage la distance 
des deux centres dans le rapport de i as. De la resulte que les quatre points g\ 
G» 7» 8 ^^^^ quatre points en ligne droite, et que le point 7 est le milieu de G^. 
Ce point 7 etant un point independant de la droite du quadrilatere, dont il a plu 
de faire abstraction, nous en concluons ce theoreme : 

Theor^.mE'. — Etant donne un quadrilatere complet, ce quadrilatere definil quatre 
triangles que Von obtient en faisant successivement abstraction d'une des droites 
donnees. Que I' on considere Vun de ces triangles en particulier et que Vonjoigne son 
centre de gravite au centre de gravite du systeme de trois points qui se trouvent sur la 
quatriime droite^ les quatre droites que Von peut ainsi obtenir concourent au mSme 
point et s'y partagent mutuellement en deux parties igcUes. 
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On peut rapprocher bien naturellement cc iheoreme du tlieoreme des medianes 
pour le triangle oil Ton joint le sommet du triangle au point milieu du cote op- 
pose, c'est-a-dire au centre de gravite des deux points qui se trouvent sur la droite 
dont on a fait abstraction pour considerer le sommet qui lui correspond. Dans cet 
ordre d'idees nous pourrons appeler le point que nous venons de trouver le centre 
de gravite du quadrilatere complet, en n'attachant, hien entendu, a ce mot qu*un 
sens purement geometrique et qui rappelle la maniere dont on Tobtient. 

Nous nous proposons de gen^raliser ce resultat. On sait ce que Ton appelle 
centre de gravite de n points^ et nousrappelons que lorsqu'on suppose des masses 
egales appliquees en ces points, on obtient leur centre de gravite en joignant le 
centre de gravite de (/i — i) de ces points au /i'**"', et partageant cette distance 
dans le rapport de i a (n — i). Cette construction s'appliquc evidemment au cas 
oil les points consideres sont en ligne droite. 

Ceci pose, considerons un pentagone complet i, 2, 3, 4* ^ forme par les cinq 
droites i, 2, 3, 4» ^ indeiiniment prolongees; si nous faisons successivement 
abstraction des droites 5 et 4* nous obtenons les deux quadrilateres complets i, 2, 
3, 4 6t ly 2, 3, 5, dont je designe les centres de gravite, points geom^triques de- 
finis, comme nous Tavons vu toutal'heure, par Gs et G4. Ces deux quadrilateres 
ont un triangle commun, le triangle 1, 2, 3; soit A le centre de gravite de ce 
triangle. 




Le centre de gravite G5 du quadrilatere i , 2, 3, 4 s^obtient en joignant le point A 
au centre de gravite g des trois points (i, 4), (2, 4)» (3» 4)» et partageant la lon- 
gueur ainsi obtenue en deux parties egales; de meme le point G4 s'obtient en joi- 
gnant ce meme point Aau point g"', centre de gravite des trois points (i, 5), (2, 5), 
(3, 5), et prenant le milieu de cette droite. Soit M le point de rencontre des droites 
4 et 5; sur la droite 4 s^ trouvent quatre points (i» 4)* (2* 4)» (3.4)« (^t 4)* 1<^ 
point g est le centre de gravite des trois premiers, et le quatrieme point est le 
point M. D'apres ce que nous avons rappelc, le centre de gravite g^ de ces quatre 
poiqts s'obtiendra en partageant la distance ^M dans le rapport de 1 k 3. De m^me 
le centre de gravite ^5. des quatre points qui se trouvent sur la droite 5 s'obtiendra 
en partageant la distance ^'M dans le rapport de 1 a 3. La droite g^g^ est done 
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parallele a gg' et egale aux j dc celte longueur. D'ailleurs il resiille de la con- 

slruction des points G4, G5 que la droite 6469 est parallele a gg' et egale a sa 
moitie. Rapprochant ces deux faits, on conclut que 6465 est parallele k g^^g^ et 

egale a ^ §^4^5. Si done nous joignons G^g^ et G^g^, ces deux droites iront se 

couper en un point G tel que 

GG, ""GGs^a' 

ce qui etablit que toutes les droites telles que G4^4 vont couper la droite G^gi au 
memc point et y sont partagees dans le meme rapport » celui de 3 k 2. Nous avons 
done ce theoreme : 

TflEORfeME. — 6tant donne un poly gone complet de cinq droites, ce poly gone de- 
Jinit cinq quadrilateres complets que I'on obtient en faisant successivement abstrac- 
tion d'une des droites proposees; si Von joint le centre de gravitdd'un de ces quadri- 
lateres, point geometrique definiplus haut, au centre de gras^iti des quatre points, in- 
tersections des cdtes de ce quadrilatere avec la cinquieme droite, les cinq droites qiie 
ion peat ainsi construire concourent en un mime point et y sont partagees dans le 
rapport deZ di. 

Dans le triangle, les droites qui concourent au centre de gravite y sont parta- 
gees dans le rapport de i a 2; dans le quadrilatere, nous avons trouve celui dc 

1 a I, ou, si Ton veut, celui de 2 a a; enfin dans le pentagone noustrouvons pour 

ce rapport -• On voit la loi que suivent ces fractions, dont le denominateur est 

constant et egal a 2, et dont le numerateur s'obtient en retranchant deux unites 
au nombrc des droites qui definissent le polygone. Cette loi, supposee vraie pour 
un polygone complet de [n — i) droites, se verifie pour un polygone de n droites 
en suivant une marche toute semblable a celle que nous avons suivie pour le pen- 
tagone, et que nous ne r^peterons pas pour abreger. Le theoreme general s'enonce 
ainsi : 

Theoreme. — Etant donne un polygone complet de n droites di/bussant n pofy^ 
gones de [n — i) droites que I'on obtient en faisant successivement abstraction d'une 
des droites, on considere Vune de ces droites et le polygone des [n — i) autres droites 
qui lui correspond. Si Von joint les centres de gravite de ce polygone, point geome- 
trique defini par cette mime hi que nous enonfons en ce moment, au centre de gravite 
des ( /I — I ) points situes sur la n''"" droite , les n droites que ion peut ainsi construire 
vont concourir en un mime point et s\r partagent mutuellement dans le rapport de 

2 a (/I — 2). 
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Applications de la mSthode a la recherche de tliior ernes nouveaux, 

1® SECTIONS CONIQUES. 

On peut dire de la methode de transformation dont nous avons expose les prin- 
cipes au commencement de ce travail, qu'elle s'applique a la transformation de 
theoremes oil entrent des considerations de longueurs ou d'angles, mais qu'elle 
ne donne aucun theoreme nouveau quand on cherche a transformer des propriet^s 
descriptives. Les theoremes qu'elle donne dans ce dernier cas sont independants 
du choix de la loi geometrique adoptee pour faire correspondre une droite a une 
droite, et c'est ce que nous allons faire voir. 

Supposons, en effet, en restant dans toute lageneralite que comporte la trans- 
formation de M. Magnus, que nous fassions correspondre une droite a une droite; 
a un point a correspondra une conique A' dont je designe le centre par a\ et cette 
conique sera tangente aux trois tangentes principales. De cette faQon, considerant 
d'une part la figure formee par les points a, et d'autre part la figure formee par les 
points a\ nous pourrons dire qu'a un point de la premiere figure correspond un 
point de la seconde figure et un seal. Inversemenl, prenons un point a' dans la se- 
conde figure et considerons ce point comme le centre d'une conique tangente aux 
trois tangentes principales. On sait qu'une seule conique satisfait a ces conditions; 
a cette conique correspond dans la premiere figure un certain point a, done et in- 
versementk un point de la deuxieme figure correspond un point de la premiere, et 
un seiU. Enfin, si le point a parcourt une droite dans la premiere figure, la conique 
A' enveloppera une droite; comme ces coniques A' ont deja trois tangentes com-* 
munes, les tangentes principales, on en conclut, par le theoreme de Newton, que 
le point a' de la deuxifeme figure decrit une droite, et inversement^ si le point a' 
decrit une droite, le point a se meut sur une droite dans la premiere figure. De Ik 
resulte cette remarque que les deux systemes de points que nous avons consideres 
sont homographiques. Nous enouQons ce resultat par le theoreme suivant : 

TuEORJiiME. — Dans toute methode de transformation par la correspondance d'une 
droite a une droite, les points de la figure proposee et les centres des coniques qui 
leur correspondent dans la figure transformee forment deux systemes de points homo- 
graphiques. 

II resulte de la que si des droites concourent dans la premiere figure en un point, 
les droites qui joignent les centres des coniques qui correspondent a ces points 
concourent aussi en un point, et que, generalement, si un point de la premiere 
figure se meut jsur une courbe d'un ordre et d'une classe donnes, le centre de la 
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conique qui correspond a ce point se meut sur unc courbe du mcine ordre el de 
la mcme classe. De la resulle encore que si qualre points en lignc droite de la pre- 
miere figure ont un rapport anharmonique egal a X« les quatre points de la se- 
conde figure, qui sont aussi en ligne droite, ont leur rapport anharmonique egal 
a X. Ces remarques donnent lieu a des theoremes nouveaux, comme nousallons le 
monlrer par quelques exemples. 

Comme il ne sera considere dans ce qui va suivre que des coniques tangentes a 
trois memes droites, cette triple condition sera sous-entendue, et nous dirons sini- 
plement : soit G(0ai,0a2) une conique tangente aux droites Oa, et Oa,; soit 
(]{0a, 0') une conique tangente a la droite Oa et passant par le point 0'; soit 
C(Oa, Oa) une conique tangente a la droite Oa au point 0; soit enfin G(0, O') 
une conique passant par les points et 0'. 

Ceci pose, voici quelques theoremes en regard desquels nous plaQons les theo- 
remes fournis par notre remarque : 



I"* Lorsqu'un triangle estcirconscrita une 
conique, les droites qui joignent les som- 
mets du triangle aux points de contact des 
r6ios opposes ooncourenl au mSme point. 



n"* Lorsque qualre droites soni tangentes 
a unc conique, toute tangente a la conique 
rencontre ces qualre droiles en quatre 
points dont le rapport anharmonique est 
constant. 



S*" Une conique eiant inscrite dans un 
triangle ABC, si, par deux points m et m' 
conjugues harmoniques par rapport aux 
points B et C, on mene des tangentes a la 



i"* i^tant donnees trois droites auxquelles 
sont tangentes les diverses coniques dont 
nous allons parler et trois droites concou- 
rantes Oai, 0«r„ Oay, on considere les deux 
coniques C(0rt,,0a») et C(Oai, Oa,) el la 
droite qui joint le centre de cette derniere 
au centre de la premiere. Cette droite eties 
deux autres analogues concourentau mSme 
point. 

2"* Etant donnees trois droites auxquelles 
seront tangentes les diverses coniques dont 
nous allons parler et quatre droites con- 
courantes Oa,, Oa,, Oa^, Oai, on considere 
une cinquieme droite Oa mobile autour 
du point et les quatre coniques 

ZC(Oa, Oa,). 

Ces quatre coniques, on le sail, ont leurs 
centres en ligne droite comme tangentes a 
quatre memes droites; le rapport anharmo- 
nique de ces quatre points est constant 
quand varie la droite Oa. 

3® £tant donnes un triangle ABC auquel 
seront inscrites les diverses coniques dont 
nous allons parler et un point 0, on joint 
ce point a deux points m et m' conjugues 
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conique, la droite qui joint les points de 
contact va passer par le sonimet A du tri- 
angle. 

4" line conique etant inscrite a un trian- 
gle, si par trois points en iigne droite sur 
les c6tes de ce triangle on mene des tan- 
gentes a la conique, les droitcs qui joignent 
les somoiets du triangle aux points de con- 
tact correspondants concourent au mdme 
point. 

Le theoreme subsiste dans le cas ou les 
points choisis sur les cdtes du triangle 
donnent trois droites concourantes quand 
on les joint aux sommets du triangle. 
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harmoniques par rapport aux points B et C 
el Ton considere les coniques C(Om, Om ), 
C(0/n', Om'): la droite qui joint les coni- 
ques passe par le milieu du cdte BC. 

4® lEtant donnes un triangle ABC auquol 
seront inscriies les diverses coniques doni 
nous alter parler ei un point 0, si Ton joint 
ce point a trois points «, 6, c pris en Ii- 
gne droite sur les c6tes du triangle ABC 
(a sur le cdte BC, et ainsi des autres), et si 
Ton considere la conique C(Oa, Oa), la 
droite qui joint le centre de cette conique 
au point milieu du cote BC et les deux 
droites analogues concourent au meme 
point. 



Mais s'il est indifferent, pour trouver ces theoremes, de specifier la loi geonie- 
trique par laquelle on fait correspondre une droite a unc droite, cette particula- 
risation de la methode de M. Magnus, que nous avons exposee, est necessaire pour 
transformer des proprietes metriques ou des proprietes angulaires. Nous avons 
etabli en effet qu'en trausformant une figure donnee en une autre par le procede 
des transversales reciproques, les points de la premiere figure et les centres des 
coniques qui entregt dans la transformee forment, non plus seulement des figures 
homographiques, mais des Rgnres homolhSliques ayant le centre de gravite du trian- 
gle de reference pour centre d'homothetie, et que le rapport des deux figures etait 
celui de 2 a f . Nous avons d^ja insiste sur ce point, qui resume tout ce travail et 
constitue I'avantage du cas particulier dans lequel nous nous sommes place sur la 
methode generate. II nous reste a montrer ceci par quelques exemples. 



1** La droite qui joint le sommet d'un 
angle circonscrit a une conique au milieu 
de la corde de contact passe par un point 
fixe, centre de la conique donnee. 



Plus gen^ralement : 

a® Lorsqu'un quadrilatere complet est 
circonscrit a une conique, la droiiequi joint 



I® Etant donnes un triangle auquel se- 
ront inscrites les diverses coniques dont 
nous allons parler et un point fixe 0, par 
ce point on mene deux droites Ofli, Oa, 
et Ton considere les coniques C(Oai, 0«,), 
C(Oai, 0«jJ>C(Oa,, 0^,)-I^^'*oi^equi joint 
le cenire de cette derniere au point milieu 
de la distance des centres des deux pre- 
mieres passe par un point fixe quand va- 
rient les droites Oai et Oa,. 

Plus g^neralement : 

2® fitant donn^es quatre droites concou- 
rantes 0/7i, Ooi, 0^3, 0^4 et trois droites 
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les points milieux des diagonales du qua- 
drilatere passe par un point fixe, centre de 
la conique. 
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auxquelles seront tangentes les diverses co- 
niques dont nous allons parler, on consi- 
dere les six conlques lC{Oai, Och) dont 
les centres, situes trois a trois en ligne 
droite, forment un quadrilaterecomplet: la 
droite qui joint les points milieux des dia- 
gonales de ce quadrilatere passe par un 
point fixe. 

3° £tant donnas un triangle auquel se- 
ront inscrites les diverses coniques dont 
nous allons parler, un point et une pa- 
rabole inscrite au triangle donn^, soil at 
une tangente a cette parabole : on consid^re 
les deux coniques €1(0, at), Cs(0, ai); le 
point milieu de la distance des centres de 
ces deux coniques decrit une droite quand 
la droite at roule sur la parabole donn^e. 

Montrons enfin comment on transforme par ce procede un th^orfeme oil entrant 
des considerations d'angles : 



3^ Dans une section conique, le lieu des 
milieux des cordes paralleles a une direc- 
tion donn^e est une droite. 



i"* Si autour de deux points Axes pris sur 
un cercle on fait tourner deux droites qui 
se coupent sur le cercle, Tangle de ces 
deux droites est constant. 



2* Si autour d'un point d'une conique^ 
comme sommet, on fait tourner un angle 
droit, la corde que ses cdt^s interceptent 
dans la courbe passe toujours par un mdme 
point. 



1^ Etant donnas un triangle et un point 
centre du cercle inscrit au triangle que Ton 
obtient en menant par les sommets du pro- 
pose des paralleles a« ses cdt^s, on consi- 
dere le syst^me des coniques qui passe par 
ce point et sont inscrites au triangle 
donne ; soient C, C deux de ces coniques 
que je suppose fixes, C une troisieme co- 
nique mobile; soient a'/', off" les tan- 
gentes communes it C et C d'une part, C et 
C d'autre part. Les paraboles P(a'/'), 
P(a^/^), qui sont inscrites au triangle 
donn6, ont leurs axes qui font un angle 
constant. 

a® £tant donnas un triangle auquel se- 
ront inscrites les diverses coniques dont 
nous allons parler, un point et une co- 
nique passant par ce point et inscrite au 
triangle, soient a/, a'f deux tangentes a la 
conique, tellement choisies que les para- 
boles P(a/), V{a'f) aient leurs axes rec- 
tangulaires; la droite qui joint les centres 
des coniques C(0, at), C(0, aft') passe par 
un point fixe. 
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3"* £tant donnee une conique inscrite a 
un triangle, si une tangente mobile a cette 
conique rencontre les trois cdtes du trian- 
gle en trois points, it existe un certain 
point d'oii ces trois points sont vus sous 
des angles constants. 



3^ £tant donnas un triangle auquel se- 
ront inscrites les diverses coniques dont 
nous aller parler et un point 0, autour de 
ce point on fait tourner une droite qui ren- 
contre les cdt^s du triangle donne en trois 
points a, 6, c. II existe une conique in- 
scrite au triangle et qui est telle, que si on 
lui mene par les points a, 6, c des tan- 
genles at, bt', ct", les paraboles P(a/), 
P(6^), P(cr) ont leurs axes inclines Tun 
sur Tautre d'angles constants. 

Nous bornons la ces exemples, et nous nous proposons maintenant de dire quel- 
ques mots sur les courbes de la quatrifeme classe a trois tangentes doubles, courbes 
qui se deduisent des sections coniques, comme nous Tavons explique en commen- 
cant. 

2,^ COURBES DB LA QUATRlftME CLASSB A TROIS TANGENTES DOUBLES. 

En appliquant aux sections coniques le theorfeme general que nous avons donne 
plus haul, on trouve qu'a une telle courbe correspond une courbe de la quatrieme 
classe et du sixifeme ordre ayant trois tangentes doubles. II faut remarquer que 
dans ce cas la condition a laquelle cette courbe est assujettie, d'etre du sixifeme 
ordre, est une consequence des deux autres, savoir : qu'elle est de la quatrieme 
classe et qu'elle a trois tangentes doubles. En effet, une courbe de la quatrieme 
classe peut etre du douzifeme ordre quand jelle n'a pas de tangentes singuliferes ; 
mais chaque tangente double abaissant Tordre de deux unites, la presence des trois 
tangentes doubles abaisse I'ordre de six unites, ce qui le r^duit k six. Nous avons 
fait remarquer aussi que les courbes que nous obtenions ainsi ^taient les courbes 
generales de la quatrieme classe k trois tangentes doubles, de telle sorte que toute 
courbe de cette famille jouit des proprietes que Ton peut deduire des sections 
coniques considerees comme transform^es de ces courbes. II faut remarquer que 
ces courbes ne sont pas les seules que Ton puisse obtenir par ce mode de corres- 
pondance. On voit en effet que si la courbe que Ton d^forme passe par un, deux 
ou trois des sommets du triangle de reference qui sert a la transformation, Tordre 
de la courbe correspondante s'abaisse d'une, de deux ou de trois unites. Cela tient a 
ce que deux des tangentes que Ton peut mener par le sommet du triangle venant 
a se confondre en une seule, deux des points de contact de la tangente multiple 
oppos^e au sommet consider^ viennent se r^unir en un seul, ce qui donne lieu k 
un point d'inflexion, lequel abaisse I'ordre de trois unites, d'une unite de plus, par 
consequent, que ne le faisait la tangente multiple de tout a Theure. Nous pour- 
rons done eludier au moyen des sections coniques les courbes suivantes : 

44. 
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I*' Courbes de la quattieme classe a trois tangentes doubles: Vordre de ces courbes 
estegaldS. 

a"* Courbes de la quatrieme classe ayant deux tangentes doubles el une tangente d 
un point d' inflexion : Vordre est egal a 5. 

3^ Courbes de la quatrieme classe ayant une tangente double et deux tangentes d 
deux points d' inflexion : Vordre est egal a 4- 

4® Courbes de la quatrieme classe ayant trois tangentes a trois points d' inflexion : 
Vordre est egal a 3. 

Pour abreger nous nous bornerons k donner quelques theoremes sur les pre- 
mieres de ces courbes, ces iheoremes s'appliquant aux autres avec de legeres modi- 
tications qu'on apergoit sans difficulte. 

Considerons le triangle ABC, qui sert a la transformation. Par le point A nous 
pouvons mener deux tangentes (reelles ou imaginaires) a la conique; soient a,, 
a^ les points oil ces tangentes rencontrent le cote BC. En considerant les tangentes 
infmiment voisines de celles-ci et construisant leurs reciproques, on reconnait 
que les points de contact de la courbe avec ses tangentes doubles s'obtiennent en 
prenant les symetriques des points a^ et a^ par rapport au point milieu de BG. Or 
c*est un theoreme connu que les points a, et a^ sont sur une conique; il r^sulte 
du theoreme de Carnot et de sa reciproque que les symetriques de ces points sont 
aussi sur une conique, d'oii resulte ce theoreme : 

Theoreme. — Dans toute courbe de la quatrieme classe ayant trois tangentes dou- 
bles, les six points de contact (reels ou imaginaires) de la courbe avec les tangentes 
doubles sont six points d'une mime conique. 

Si Ton considere les points oil la conique proposee coupe les cotes du triangle 
«le reference, les tangentes en ces points, les tangentes infmiment voisines et leurs 
reciproques, on en conclut cet autre theoreme : 

TiiKORfeniE. — Une telle courbe^ etant du sixieme ordre, apres as^oir touche ses tan- 
gentes doubles en deux points^ les rencontre encore en deux autres points, Ces six 
nous^eaux points sont six points d'une mime conique. 

En transformant ces theor^mes par polaires reciproques, on obtient deux theo- 
remes pour les courbes du quatrieme degre k trois points doubles. Ces iheoremes, 
le premier au moins, ne sont pas nouveaux [Sabnons Higher plane Curves, p. aoi); 
mais ignorant si on en avail donne quelque demonstration geometrique, nous 
avons cru pouvoir donner celle qui precede. 

A un point de la conique proposee correspond, dans la seconde figure, une 
<;onique tangente aux trois tangentes doubles et a la courbe; il resulte de la re- 
marque que nous avons faite sur Thomographie des deux systfemes de points formes, 
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le premier par les points de la figure donnee, le second par les centres des coni- 
ques qui leur correspondent, un theoreme que nous enonQons : 

TheorI:&ie. — Dans une courbe de la quatrieme classe a trois tangentes doubles, le 
lieu des centres des coniques inscrites a ce triangle et tangentes a la courbe est une 
section conique. 

Ce systeme de coniques jouit de propri^tes simples relativement a tout systeme 
du meme genre dans lequel entrent des coniques tangentes a trois droites et a la 
courbe, et cela tient a ce que les caracteristiques de ce systeme sont simples rela- 
tivement a cellos des autres systemes. Nous pouvons voir cela d'une maniere gene- 
rale pour des courbes d'ordre quelconque. Soil Ur une courbe de Tordre m et de 
la classe n, on sait comment on determine les caracteristiques d'un systeme de 
coniques tangentes a trois droites et k la courbe 

(3d.,U:) = N(3d.,U:, ip.), N(3(1.,U:, id.). 
Or on a 

(3d., ip.) = (4,2) ei (4d.)E-(2,i), 

et comme on sait que dans un systeme fx, v il y a /ifx 4- /nv coniques tangentes a 
une courbe de Tordre m et de la classe n, on en conclut 

(3d., ur) ==(4'i-+-a'w,2n4-m). 

Si nous transformons la courbe U^ par la correspondance d'une droile a une 
droite, on sait qu'a une telle courbe correspond une courbe de la classe 2/1 et de 
I'ordre 2/1 4- /n; en appliquantla formule prec6dente, on aura les caracteristiques 
d'un systeme de coniques tangentes a trois droites et a la courbe. Mais il ne fau- 
drait pas croire que Ton puisse appliquer cette meme formule si, parmi les droites 
que Ton considere, il y a des tangentes singulieres de la courbe, ou plus generale- 
ment une droite liee a la courbe par une circonstance particuliere, car cette cir- 
eonstance pent influer sur la valeur des caracteristiques du systeme, et c'est ce qui 
necessite un examen special pour chacune de ces questions. 

Proposons-nous, par exemple, de chercher les caracteristiques du systeme de 
coniques tangentes aux trois tangentes multiples d'ordre n et k la courbe. La pre- 
miere de ces caracteristiques* c'est le nombre de ces coniques qui passe par un 
point donn6 a; ce point a provient d'une conique de la premifere figure inscrile 
au triangle de reference, et il y a autant de coniques passant par le point a qu'il y 
a de points communs a la conique transformee et a la courbe d'ordre m : d'oii Ton 
conclut que la premiere caracteristique est 2m. La deuxi^me caracteristique, c'est 
le nombre des coniques qui touchent une droite. Or, k cette droite correspond une 
droite de la {)remiere figure, et il y a autant de ces coniques qu'il y a de points 
communs a la ^droite et a la courbe d'ordre m, c'est-a-dire /n. Les caracteristiques 
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cherchees sonl done am et m. En appliquant ce r^ultat aux courbes de la qua- 
trieme classe a trois tangentes doubles, nous aurons ee theorbme : 

Theoreme. -— Les ccLracterisiiques du systeme de coniques tangentes aux trois tan- 
gentes doubles d'une courbe de la quatrieme classe et a la courbe sont t\ et 2. 

En appliquant la formule gen^rale, on eut trouve a8 et i4 pour ces caract^ris- 
tiques. 

Les courbes de la quatrieme classe k trois tangentes doubles ont quatre points 
doubles, six points de rebroussement etsix branches infinies. En effet, toute conique 
inscrite au triangle de reference et ayant un double contact avec la conique pro- 
pos^e donne un point double dans la figure transformee. Or, si Ton designs par la 
lettre w la condition d' avoir un double contact avec une conique w^ on trouve 
(Chasles, Comptes rendus de rAcaddmie des Sciences, aout i864) que les caracteris- 
tiques du systeme (2d., (^)^(4» 4)* H y ^ done quatre coniques inscriles au 
triangle de reference et ayant un double contact avec Ik propos^e, par suite quatre 
points doubles dans la courbe transformee. Si maintenant on considere les coni- 
ques inscrites au triangle de reference et osculatrices a la conique donnee» on 
trouve (Chasles, ibid.)^ en designaut par la condition d'etre osculatrice k une 
conique 0, que les caracteristiques du systeme (ad., 0)^(1:2,6). II y a done six 
coniques inscrites au triangle et osculatrices k la conique donnee; par suite il y a 
six points de rebroussement dans la courbe. Enfin il y a generalement six branches 
infinies parce qu'il y a six paraboles tangentes a trois droites et a une conique 
donnee. Enfin nous ajouterons qu'il resulte de Tinfluence de la presence des 
points singuliers sur Tabaissement de la classe, et des tangentes singuliferes sur 
I'abaissement de Tordre, que ces courbes n'ont pas d'autres points singuliers ni 
d'autres tangentes singulieres que ceux et celles que nous avons signales. Nous 
resumoDS ces resultats dans le theoreme suivant : 

Theoreme. — Une courbe de la quatriime classe, a trois tangentes doubles, a for- 
cement quatre points doubles^ six points de rebroussement et six branches infinies. 

Ces points doubles jouissent de proprietes nombreuses et int^ressantes que Ton 
deduit des proprietes bien connues des coniques ayant un double contact. Du theo- 
reme connu sur ces points doubles [Salmon's Higher plane Curves, p. aoa), que les 
huit tangentes a la courbe en ces points enveloppent une meme conique, on 
deduit un theoreme sur les coniques ayant un double contact; c'est le theoreme 

suivant : 

• 

Theoreme. — ttant donnes un triangle et une conique inddpendante de ce trian- 
gle, on peut mener quatre coniques inscrites au triangle et ayant un double contact 
avec la proposde. Il y adela sorte huit points de contact sur la conique donnde. Si on 
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considire la tangenie en Vun de ces points, le quadrilatere complet qu'elle determine 
avec les trois droites donndes et la droite qui joint les points milieux des diagonales de 
ce quadrilatere, les huit droites quon peut ainsi construire enveloppent une mime 
conique. 

Cest le theorfeme de Geometrie elementaire qu'il eut fallu connaitre pour en 
d^duire le th^or^me relatif aux courbes d'ordre siiperieur d'oii nous Tavons tire, 
et c'est ainsi probablement que beaucoup de th^orfemes sur les courbes supe- 
rieures nous sont caches faute de savoir certains th^or^mes sur les sections coni- 
ques. Nous dirons enfin que Ton peut d^duire de tout th^oreme connu sur les sec- 
tions coniques un th^orfeme correspondant pour les courbes de la quatribme classe 
a trois tangentes doubles, et m6me deux th^oremes : un premier que Ton obtient 
par le proc^de de M. Magnus, et un second en s'appuyant sur la remarque que 
nous avons faite sur Thomographie des deux systfemes de points dont il a ^te ques- 
tion. Quant aux proprietes metriques ou aux propri^t^s angulaires, elles se trans- 
forment en s'appuyant sur la similitude de ces deux systfemes de points. Nous ne 
donnerons aucun exemple nouveau de ces transformations, qui se font de la meme 
fagon que celles que nous avons donnees pour les sections coniques, et nous nous 
proposons de dire quelques mots sur la methode de transformation par correspon- 
dance d'un point a un point, qui est celle que M. Magnus a sp^cialement d^ve- 
lopp^e dans le Memoire que nous avons cit6. 

Remarques sur la mSthode de transformation par correspondance 

d*un point a un point. 

II y a a faire sur cette methode des remarques analogues k celles que nous 
avons faites prec^demment sur la methode qui fait correspondre une droite a une 
droite, remarques qui ne sauraient se deduire de celles-lk au moyen des polaires 
reciproques. II y a la encore deux systcmes de points homographiques, ainsi que 
nous allons le d^montrer, en supposant connu le theorfeme suivant : 

Th^or^me. — iJtant donnds un triangle et une conique circonscrite au triangle, on 
joint les trois sommets du triangle a un point a de cette conique : ces droites rencon-- 
trent les cdtis du triangle en trois points par lesquels on mkne une conique inscrite 
au triangle, ce qui est possible. Le lieu des centres de ces coniques est une droite, quand 
le point a se meat sur la conique donnee. 

Ceci pos^, supposons, en nous plaQant dans la generalite que comporte la me- 
thode de M. Magnus, que nous fassions correspondre un point k un point. Si nous 
supposons que le point a de la premiere figure se meut sur une droite, le point a\ 
qui lui correspond dans la seconde figure, se meut sur une conique circonscrite au 
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triangle des trois points principaux. Si nous joignons le pointa'aux trois points 
principaux, ces droites rencontrent les cotes du triangle en trois points par ies- 
quels on peut mener une conique inscrite au triangle. Soit C[a'] cette conique. 
Nous designerons, dans ce qui va suivre, par cette notation une conique d^duite 
du point a', comme il vient d'etre explique. Si nous appelons a' le centre de cette 
conique, et que nous considerions la figure formee par ces points al, nous pour- 
rons dire qu'a un point a de la premiere figure correspond un point a' de la 
seconde, et un seal. De plus, si nous supposons que le point a decrive une droite, 
il resulte du theoreme precedent que le point a' decrit lui-meme une droite; done 
a une droite de la premiere figure correspond une droite de la seconde. Ce rai- 
sonnement pouvant se repeter en sens inverse, nous en concluons que les deux 
syslemes de points a et a! sont homographiques. Ce resultat s'enonce en disant : 

Theoreme I. — Toutes les fois qiion transformera une figure eh une autre par la 
correspondance (Tun point a dun point a\ si Von considire les centres a! des coniques 
C[a'], les deux figures formies par les points a d'une part et les points ol' d* autre 
part sont deux figures homographiques. 

On peut aller plus loin, et, comme nous Tavons fait dans Tetude precedente, 
dcmontrer qu'il existe une loi geometrique particuliere pour laquelle les deux 
figures dont il vient d*etre question sont deux figures semblables. Nous avons vu 
en effet plus haut, dans la transformation par transversales reciproques, qu'a un 
point correspondait une section conique dont on determinait le centre par une loi 
simple, inutile a rappeler. 

Mais nous avons neglige de faire remarquer comment les points de contact se 
deduisaient du point considere. II est facile de reconnaitre que si Ton joint le 
point donne a un des spmmets du triangle, que Ton prolonge cette droite, s'i) est 
besoin, jusqu'a ce qu'elle rencontre le cote oppose au sommet considere, et que 
Ton prenne le symetrique du point ainsi obtenu par rapport au point milieu du 
cote considere, on obtient le point de contact de la conique qui correspond au 
point donne. Des lors, supposons que nous fassions correspondre un point a un 
point en partant du princfpe suivant : 

Principe de transformation. — iltant donne's un triangle et un pointy on joint ce 
point aux sommets du triangle et on prend, par rapport aux points milieux des cdtes 
du triangle, les symetriques des points oil ces droites rencontrent ces cdtes ; on obtient 
de la sorte trois nouveaux points qui^ joints aux sommets du triangle, donnent trois 
droites qui concourent au mSme point. 

11 resulte de ce que nous venons dire le theoreme suivant : 

Theoreme II. —Si I' on fait correspondre un point a a un point a\ par la loi 



*. 
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que nous venons d'indiquer, et que Von considire le centre ol' de la conique C [a'], /^^ 
point a, le centre de granti du triangle de reference et le point a' sont trois points en 
ligne droitCf et le centre de graviti partage la distance des deux autres commc 
a est a I. 

On peut, au moyen de ces deux theoremes, faire un travail tout semblable a celui 
que nous avons expose plus haut, et transformer soit par le premier, soit par l<* 
second, quand Tautre est insuffisant, tons les theoremes sur les sections coniques 
en d'autres theoremes sur les sections coniques ou sur les courbes du quatrieme 
degr^ k trois points doubles; ces theoremes etant, comme il importe de le remar- 
quer, distincts de ceux que Ton pent deduire pour les courbes du quatrieme degre 
a trois points doubles des theoremes que nous avons donnes pour les courbes de 
la quatrieme classe a trois tangentes doubles, en les transformant par la theorie 
des polaires reciproques. 

Sans donner d'application de ces remarques, nous resumerons en quelques mots 
les resultats que nous venons d'exposer. 

M. Magnus, dans le Memoire que nous avons cite au commencement de ce tra- 
vail, a montrc qu'un theor^me sur les sections coniques se transformait par sa 
methode generale en quatre autres theoremes sur les sections coniques et quatre 
autres sur les courbes du quatrieme degre k trois points doubles. La remarque 
que nous avons faite sur I'homographie de deux systfemes de points convenable- 
ment choisis, soit quand on fait correspondre une droite a une droite, soit quand 
on fait correspondre un point k un point, permet de doubler le nombre de ces 
theoremes. EnBn nous avons montre qu'en faisant choix d'une loi geometriquc 
particuliere, on pouvait transformer les theoremes oil entrent des proprietes metri- 
ques ou des relations angulaires en d'autres theoremes sur les sections coniques ou 
les courbes d'ordre superieur, en conservant a ces derniers la memo simplicile 
que celle qui caracterisait les theoremes desquels on les a deduites. 
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NOTICE SIR M. E. VERDET, 

MAITRF DE CONFERENCKS A l'eCOLE NORMA^LE SU P^.R 1 EU H E, 



Pai^ m. a. levistal. 



Lorsqu*au niois de juin dernier la triste nouvelle de la niort de M. Verdet vint 
porter le deuil dans le coeur de tous ceux qui aiment et qui cultivent les sciences, 
nulle part cette fin prematuree n'evcilla de plus vifs et de plus sinceres regrets 
que dans cette Ecole Normale, dont il avait fait le centre de son activite scienti- 
fique, et qui, a juste litre, se montrait fiere de Teclat de son enseignement et de 
la position exceptionnelle qu'il avait su se creer dans le monde savant. Aussi quel- 
ques pages consacrees a retracer cette existence si courte et pourtant si utile- 
ment depensee, si calme et pourtant si active, ne paraitront-elles pas deplacees 
dans ces Annates. En m'effor<;ant de reproduire, d'une maniere bien imparfaite 
sans doute, quelques traits de cette physionomie syniip^thique, k la fois serieuse 
et aimable, d'oii la severite n'excluait pas la grace, j'essayerai avant tout d'etre 
rinterprete fidele des sentiments que, depuis six mois, j'ai entendu exprimer par 
les camarades, les collegues, les eleves anciens et recents de M. Verdet. 

La vie de M. Verdet, vouee tout entiere au travail, a Tavancement et k la pro- 
pagation de la science, n'offre que peu d'evenements saillants; elle est d'une unite, 
d'une simplicite vraiment admirables; tout y tend vers le nieme but, et cependant 
elle est feconde en leQons de plus d'une sorte. Si, d'un cote, on reste confondu 
en songeant au parti merveilleux que, par un travail assidu et surtout bien regie, 
par une discipline severe imposee aux facultes brillantes dont la nature I'avait si 
liberalement dote, il a su tirer des annees qui lui furent parcimonieusement raesu- 
rees, on aime aussi a se retremper dans le spectacle de cette serenite d'esprit que 
les agitations du dehors semblaient a peine efQeurer, qualite si rare a noire 
epoque, et qui exhale comme le parfum d'un autre age. 

Verdet (Marcel-Emile) naquit a Nimes le i3 mars 1824^ Sa famille, qui appar- 
tient a la religion protestante, est une des plus considerees du Midi, oii son pere 
remplit encore aujourd'hui d'importantes fonctions. Sans etre un de ces enfants 

/|5. 
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prodiges, dont rintelligence surmenee tient rarement ce qu'elle promettait, il 
manifesta des ses plus jeunes annees une etonnante aptitude pour tout ce qu*on 
lui enseignait, et surtout une surete de jugement peu commune. II termina ses 
etudes, a partir de la seconde, au college Rollin, et obtint de nombreux succes au 
concours general dans presque toutes les facultes. Les lettres et les sciences sem- 
blent a cette epoque Tavoir attire presque egalement, et ce ne fut pas sans quelque 
hesitation qu'il se decida a suivre le gout predominant qui Tentrainait vers ces 
dernieres. Nul doute que cette forte culture litteraire et pbilosopbique n'ait exerce 
la plus heureuse influence sur le developpement de son esprit et n'ait contribue a 
lui donner cette facilite de parole et cette lucidite d'exposition qui en faisaientun 
professeur incomparable, ce style transparent a force de clarte qu'on trouve dans 
toutes ses productions. 

L'enseignement etait la veritable vocation de M. Yerdet; il ne s'y trompa pas. 
RcQU la meme annee, en 1842, le premier k I'Ecole Normale et le sixi^me a rEcole 
Polytecbnique, il opta pour la premiere. Asa sortie de TEcole, en i845, il se 
presenta au concours d*agregation ; cet examen revela cbez lui une telle profon- 
deur de connaissances, un tel talent d'enseignement, que les juges ne crurent pas 
faire assez en lui attribuant la premiere place, etle recurent agrege hors Ugne. Ce 
succes, presque sans exemple, lui epargna le noviciat des colleges de province, et 
il fut imm6diatement charge de suppleer M. Blanchet dans sa chaire de physique 
au college Henri IV. 

M. Yerdet n'etait gu^re fait pour Tenseignement secondaire; il eprouvait sans 
doute quelque peine k se mettre au niveau de ses elfeves. La faiblesse de sa vue lui 
rendait du reste presque impossible la surveillance d'une classe nombreuse. 

Le haut enseignement le reclamait, et, par un concours heureux de circon- 
stances, il put y entrer a un age exceptionnel. Trois ans a peine s'etaient ecoules 
depuis sa sortie de TEcole, qu'il etait appele, a vingt-trois ans, a y remplir les fonc- 
tions de maitre de conferences de physique, poste qu'il devait conserver jusqu'a 
la fin. Get avancement rapide, qui pour tout autre aurait ressemble a une faveur, 
ue partit que justice, s'appliquant k M. Yerdet, et les dix-huit generations scienti- 
fiques qui se sont formees sous sa direction, et qui comptent aujourd'hui dans 
leurs rangs tant de savants distingues et de maitres ^minents, attestent a Tenvi 
que jamais choix ne fut plus heureux ni mieux justifie. Cest aux devoirs que 
lui imposait sa chaire de TEcole Normale, et dont, mieux que personne, dans sa 
scrupuleuse probite, il comprenait la haute importance, que M. Yerdet a consacre 
avec un rare devouement la meilleure part de sa vie, heureux de rencontrer des 
disciples dignes de Tapprecier, sachant trouver sa recompense dans les succes de 
ses eleves et dans cette elevation du niveau de l'enseignement des sciences physi- 
ques, a laquelle il a contribue pour une si large part. 
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A ces fonctions deja si absorbantes vinrent successivement s'ajouter d'autres 
charges. Chaque ^leve de M. Yerdet devenait un de ses admirateurs; aussi sa repu- 
tation de savant et de professeur allant sans cesse croissant, TEcole Polytechnique 
tint-elle k honneur de se Tattacher. II y fut appele en iSSa aux fonctions d'exami- 
nateur d'admission, et en i855 a celles d*examinateur de sortie. Enfin en 1862 
il y fut nomme professeur de physique en remplacement de M. de Senarmont; il 
faisait partie depuis i855 du Conseil de perfectionnement de ce grand etablisse- 
ment scientifique. 

Lorsqu'en i863 M. Lame se trouva, par des raisons de sante, oblige de suspen- 
dre le cours de physique mathematique qu'il professait k la Sorbonne, M. Yerdet 
fut d^signe pour le suppleer par le suffrage unanime de tons les hommes com- 
petents. Pendant trois annees consecutives il occupa cette chaire, aulour de 
laquelle se pressait une elite choisie d*auditeurs, maitres eux-menies pour la plu- 
part, et dignes d'un lei professeur. 

Grace aux inepuisables ressources de sa vaste intelligence, non-seulement 
M. Yerdet suiBsait k cette besogne multiple qui, pour tout autre, aurait ete ecra- 
sante, mais il savait encore avec un tact parfait approprier son enseignement a la 
nature de son auditoire. Cest que chez lui se rencontraient r^unies au plus haul 
degre des qualites qui semblent incompatibles : une memoire yraiment prodi- 
gieuse, qui, selon I'heureuse expression de M. Nisard (1), etait devenue comme le 
depot des archives des sciences physiques; une erudition qui embrassait toutes les 
branches du savoir humain, et qui, cependant, etait depouillee de toute affectation 
pedante et n'enlevait rien k la grace naturelle de son esprit; une puissance in- 
croyable, non pas seulement d'assimilation, ce serait trop peu dire, mais encore 
d'analyse en meme temps que de generalisation, qui lui permettait, lorsqu'il ren- 
dait compte d'un travail, d'en degager Tidee mfere en sacrifiant tons les developpe- 
ments accessoires. Cest ainsi qu*on I'a vu remanier un Memoire, de fa^on a le rendre 
meconnaissable meme pour Tauteur. A tons ces dons il faut ajouter un discerne- 
ment d'une surety presque infaillible, supreme bon sens, eclaire et ayant 
conscience de lui-meme, qui s'appelle le gout dans la litterature et dans les 
beaux-arts, et qui n'a pas de nom special lorsqu'il s*applique aux mati^res scien- 
tifiques, peut-etre parce que la chose est trop rare. Toutes ces facultes, admira- 
blement equilibrees, avaient k leur service une parole 011 la simplicite s*unissait 
a Telegance, un talent inne d'exposition, grace auquel les idees, au lieu de se nuire 
par leur abondance et de se heurter confusement, se groupaient, se coordon- 
naient comme d'elles-memes, sans effort apparent. Joigoez a cela une voix 

(i) Sdance de rentr^e de Vicole Normale sup^rieure^ pr^sidee par S, Exc, M, Duruy, Ministre de 
l^ Instruction pubUque, Novembre 1866. 
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naturellement harmonieuse, d'un timbre doux ot penetraDt, un fin sourire, une 
urbanite de Ion, unc convenance de gestes, qui laissaient percer Thomme dii 
monde sous le savant; et il vous sera aise de comprendre que, dans la memoire de 
tons ceux qui Tont entendu, M. Yerdet restera comme un des types les plus ac- 
complis du professeur, comme un de ces modeles qu'on s'efforce sans cesse d'imi- 
ter tout en les saehant inimilables. 

Lorsque pour tons il semblait avoir presque atteint la perfection, M. Yerdet sa- 
vait d'un ceil penetrant decouvrir dans son ejnseignement des lacunes, des points 
relativement faibles, et, d'annee en annee, sans jamais se lasser, il se corrigeait; 
sans se laisscr eblouir par le succes, il introduisait dans ses leQons des developpe- 
ments nouveaux, des simplifications utiles, des demonstrations plus rigoureuses 
ou plus elegantes. C'cst ainsi qu'il remaniait sans cesse, meme les cours qui rou- 
laient sur un programme presque invariable, ceux par exemple qu'il professait 
aux eleves de seconde annee a TEcole Normale et aux eleves de TEcole Polytech- 
nique. Plus il reussissait, plus il avait a coeur de se surpasser lui-meme. Dans 
son cours de troisieme annee a TEcole Normale, s'adressant a des jeunes gens de- 
barrasses des preoccupations un pen etroites des examens, il se trouvait plus p.arti- 
culierement a Taise, et abordait chaque annee de nouvelles questions, qu'il trai- 
tait avec ampleur, ne s'arretant qu'apres avoir epuise lesujet, apres avoir analyse, 
compare, discute, classe les travaux des savants de toute nation qui, de pres ou 
de loin, pouvaient y avoir trait. II preparait ainsi piece ^ pi^ce les materiaux d'un 
immense edifice que, malheureusement pour la science, il ne lui a pas ete donnc 
d'achever. 

L'enseignement oral n'esl cependant que Tun des cdt^s de Toeuvre de M. Yerdet. 
Des 1 852, frappe du peu de retentissement que les travaux accomplis en dehors 
de notre pays par des savants distingues et meme illustres avaient souvent chez 
nous, jaloux de maintenir le niveau scientifique de la France, qu'il craignait de 
voir s'abaisser par suite de cet isolement, il s'etait voue a une tache ardue, mais 
que lui facilitaitia parfaite entente des principales Ungues etrangeres. II faisait pa- 
raitre, presque tons les mois, dans les AnruUes de Chinde et de Physique^ un resume 
des Memoires les plus interessants publies ^ I'etranger sur la physique. C*cst la 
qu'avec une concision qui ne nuisait ni a la clarte ni a Texactitude, il condensail 
en quelques pages la substance d'un volumineux Memoire; c'esl la que, non content 
de tenir ses lecleurs au courant de tout ce qui paraissait de remarquable et de 
leur epargner ainsi de laborieuses recherches que bien peu d'entre eux se seraient 
senti le courage d'entreprendre, il ne se croyait quitte envers eux qu'en enri- 
chissant ses extraits de commentaires savants et en soumettant a une critique 
severe, mais impartiale, les travaux si nombreux et si varies dont il avait a s'oc- 
cuper, assignant a chacun sa veritable place et sa valeur reelle. 
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Cest a M. Verdet qu'on doit d'avoir initie un des premiers le public franQais 
aux travaux des savants allemands et anglais sur la theorie meeanique de la cha- 
leur, aux recberches des Meyer, des Joule, des Clausius, des Thompson. Ces de- 
eouvertes, d'une importance capitale, sources d'une vie nouvelle pour les sciences 
physiques, qui ont prouve d'une maniere irrefutable, par Texperience aussi bien 
que par la theorie, que dans la nature la force, comme la matiere, se conserve 
intacte au milieu des incessantes transformations qu'elle subit, ont ete exposees 
par lui et rendues accessibles meme aux personnes les moins versees dans les ma- 
thematiques, dans deux lecons restees celebres et professees en i863 devant la 
Societe Chimique de Paris. Plus tard cette meme theorie, devenue de sa part Tobjet 
d'etudes approfondies, a sufQ pour remplir son enseignement k la Faculte des 
Sciences pendant les annees 1864 et i865. Les travaux de M. Tyndall sur Tab- 
sorption et remission de la chaleur rayonnante par les gaz et par les vapeurs, si 
importants pour la meteorologie, qui y trouvera sans doute Texplication d'un 
grand nombre de phenomenes naturels, les recberches originates sur Tacoustique 
et en particulier sur le timbre des sons de M. Helmholtz, Tune des gloires scien- 
tifiques de TAllemagne, a la fois mathematicien, physiologiste et physicien, recber- 
ches qui n'interessent pas moins les musiciens que les savants, et qui, en faisant 
entrer la science dans le domaine de Tart, donnent la clef d'une foule de regies 
considerees jusqu'ici comme empiriques, ont trouve egalement en M. Verdet un 
interprete habile et infatigable. 

Toujours a la poursuite de cet ordre parfait qui dans les sciences equivaut au 
beau ideal, il se complaisait surtout dans ces branches de la physique qu'une 
theorie simple et d^rivant d'un principe unique permet a la fois d*envisager dans 
leur ensemble et d'embrasser dans leurs moindres details. Non pas qu'il fut 
partisan de ces systemes echafaudes sur de fragiles hypotheses et qui s'ecroulent 
au moindre choc; ce serait lui faire injure que de le supposer un instant. Pour etre 
acceptee par lui, une theorie devait etre sortie victorieuse d'epreuves multiples et 
varices, ou plutot ne devait etre en quelque sorte que la traduction des faits eux- 
memes dans un langage abstrait. A ce titre, TOptique superieure, telle que Tout 
faite les travaux de Fresnel, de Malus, d'Arago, de Cauchy, ^tait depuis longtemps 
une de ses etudes de predilection. 

Cette mission si noble et si penible, dontM. Verdet s*etaitvolontairement charge 
et qu'il a scrupuleusement accomplie jusqu'a la fin, ne suffisait pas a son activite. 
II avait a coeur non-seulement de repandre les verites les plus elevees de la science, 
mais encore d'en decouvrir de nouvelles. Si ses travaux personnels n'ont pas ete 
plus nombreux, il faut I'attribuer a son organisation physique qui lui rendait 
penible toute recherche experimentale, par suite surtout d'une myopic poussee a 
I'extreme, et sans doute aussi a ce que, plus severe, plus exigeant encore pour lui- 



348 NOTICE SUR M. E. VERDET. 

meme que pour tes autres, il tenait avant tout a ne mettre au jour que dcs travaux 
etendus, assez complets pour qu'il en fut pleinemeut satisfait, et des resultats d'une 
exactitude et d'uue precision inattaquables a tous les points de vue. Toutes les 
qualites eminentes de M. Yerdet, et surtout cette remarquable aptitude a discemer 
les lois des pbenomfenes au milieu de teur complexite apparente, se retrouvent 
dans ses travaux, dont la plupart routent sur des sujets difSciles et pen ou mal 
etudies avant lui. Je me bornerai a en donner ici la liste, en signalant par quel* 
ques mots I'importance des principaux d'eutre eux. 

En suivant I'ordre cbronologique, je citerai en premier lieu la tb^e qui marqua 
ses debuts dans la science et qui lui valut, en 1848, le titre de docteur es sciences 
pbysiques. Dans ce travail, intitule : Recherches sur les phenomenes d' induction pro^ 
duits par les ddcharges Slectriques, M. Verdet, mettant k profit les effets electro- 
cbimiques de la decbarge induite, et en particulier le pbenomene connu sous le 
nom de polarisation des Electrodes, demontra exp^rimentalement ce fait important 
et a peine entrevu avant lui par M. Henry, que la decbarge induite est constituee 
par la succession de deux courants de sens oppose, egaux quant a la quantite 
d'electricite, mais de duree et par suite d'intensile in^gale ; il donna ainsi la clef des 
anomalies singulieres que presentaient les experiences faites anterieurement sur 
le meme sujet. 

Dans un Memoire sur les courants induits d'ordre superieur, qui porte la date de 
i85o, il completa ses premieres recbercbes en montrant que les courants induits 
par des courants d'induction sont tout ^ fait assimilables k ceux produits par des 
decbarges instantanees, et composes, comme ces derniers, de deux courants de sens 
oppose, se succedant dans un intervalle de temps trfes-court. C'est ce qu'il prouva 
en faisant plonger dans un voltametre les extremit^s du fil d*une bobine dans 
laquelle se produisait un courant induit du second ordre et en constatant que le 
gaz qui se degageait sur cbaque electrode elait forme d'un melange d'oxygene 
et d'bydrogene. II mit fin par la a des discussions inextricables sur le sens de ces 
courants d'induction et a des controverses bashes sur des experiences qui parais- 
saient inconciliables. 

A ce meme ordre d'idees se rattacbcnt ses Recherches sur les phinomines d'induo- 
tion produits par le mouvement des metaux magnetiques et non magnetiques (i85i), 
remarquables surtout en ce qu'ellesont emp^cbe une idee fausse, celle d'une induc- 
tion diamagnetique pouvant produire des effets diametralement opposes k ceux 
de Tinduction ordinaire, de s'introduire dans la science. 

Les travaux que M. Verdet a fait paraitre depuis i85i se rapportent tous a TOp-* 
tique superieure. Nous rencontrons d'abord une Note sur les interferences de la 
lumiere polarisee (i85i), ou il rectifie la demonstration que Fresnel, en s'appuyant 
sur la noninterference de deux rayons polarises a angle droit, avait donn^e du 
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principc fondamental de la theome des ondulations, c'est-a-dire de la transversa- 
lite des vibrations. 

Dans son Memoire sur iintemite des images lumineuses formees au foyer des len- 
tiUes et des miroirs [\%Si), M. Verdel, par une analyse savante fondee sur les loisde 
la difTraction, parvint a lever une difficulte qui avail ete proposee par M. Babiuet, 
en etablissant que, toutes les fois que Fobjet lumineux a une etendue angulaire 
sensible, la tbeorie des ondulations, d'accord avec Texperience, conduit au prin- 
cipe de Texacte proportionnalite entre Tintensite lumineuse de Timage el Te- 
tendue superficielle de la lentille ou du miroir, proportionnalite qui n'aurait plus 
lieu si Tobjet se reduisait a un point lumineux. 

La Note sur V explication des phenomenes des couronnes (iSSa) est consacree a 
rattacher, d'une faQon plus rigoureuse qu'on ne Tavait fait jusqu'alors, aux lois 
de la diffraction la formation de cercles colores autour du soleil el de la lune. 

J'arrive enfin au travail capital de M. Verdet, a la serie de Memoires presentes a 
TAcademie des Sciences pendant les annees i854» i855, i858 et i863, et qui 
portent pour titre : Sur les proprietds optiques developpees dans les coips transparents 
par V action dumagnetisme. Dans cesrechercbes de longue baleine, il s'est propose 
de trouver les lois exactes des pbenomenes decouverts en i845 par Faraday, et 
designes sous le nom de polarisation magndtique, qui ont etabli un lien inattendu 
entre deux agents en apparence si etrangers Tun a I'autre, la lumi^re et le magne- 
tisme. Surmontant par les artifices les plus ingenieux les difficultesexperimentales, 
il reussit a demontrer cette loi fondamentale d'une simplicite extreme : Lorsquon 
fait passer dans un corps transparent soumis a Inaction d'un aimant un rayon pola- 
rise parallSle a la direction des forces magnetiques, la rotation duplan de polarisation 
est proportionnelle a I'action magnetique. II etudie ensuite les modifications que 
subit le phenomene lorsque le rayon polarise, au lieu d'etre parallele a la direc- 
tion des forces magnetiques, fait avec cette direction un angle quelconque. 11 exa- 
mine encore Tinfluence qu'exerce sur la rotation du plan de polarisation la nature 
du corps transparent, ce qui le conduit a determiner les pouvoirs rotatoires magne- 
tiques d'un grand nombre de substances et a diviser ces substances en deux 
classes, suivant le sens dans lequel se produit la rotation. 

Dans son dernier Memoire enfin, il fait connaitre les resultats de ses experiences 
sur les rotations magnetiques du plan de polarisation pour des rayons de couleur 
differente, et montre que ces rotations ne suivent qu'approximativement la loi de 
la raison reciproque du carre de la longueur d'ondulation et s'en ecartent nota- 
blement lorsqu'il s'agit de substances douees d'une forte dispersion , circonstance 
qui doit etre prise en serieuse consideration dans la tbeorie de la polarisation 
magnetique. 

Je ne puis, en terminant cette revue trop rapide, passer sous silence la part 
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considerable que pril M. Verdet k la publication des OEuvres de Fresnel, pour lequel 
il professa toujours une admiration, je dirais presque une veneration, toute parti- 
culiere. L'Introduction, au lieu d'etre une simple Notice biograpbique, etait deve- 
nue sous sa plume un bistorique eomplet et ricbe en precieux renseignements sur 
les origines de la theorie des ondulations. 

Helas ! cette oeuvre si remarquable devait etre la derniere, et il n'a pas ete doune 
a M . Verdet de la voir paraitre. Des les premiers mois de I'annee derniere, la 
sante de M . Verdet s'affaiblit rapidement : une de ces maladies contre lesquelles la 
science est encore impuissante minait sourdement ses forces. II resista courageu- 
sement au mal et continua pendant Tbiver a s'acquitter de ses fonctions multiples 
avec son zele accoutume. Vers le milieu du mois d'avril, se sentant enBn vaincu, 

ft 

il se decida a demander au climat natal et aux soins de ses proches, non pas une 
guerison impossible, mais une fin plus douce. Jusqu'au dernier instant il resta sur 
la brecbe; la veille de son depart (qu'on me pardonne ce souvenir personnel, 
mais je crois que ce trait contribuera a mettre dans son veritable jour le caractere 
de M. Verdet) il s'occupait encore avec une touchante sollicitude d'un travail 
soumis a son examen par un de sesanciens eleves. 

Nous le vimes tons partir avec un serrement de coeur; nos pressentiments ne 
devaient que trop se realiser. La maladie fit de rapides progres et, le 3 juin 1866, 
M. Verdet, k peine age de quarante-deux ans, s'eteignait dans le sein de sa famille, 
emportant avec lui cette consolation supreme d'avoir noblement use des dons 
incomparables qui lui avaient ete departis. 

Apres avoir essaye de peindre enM. Verdet le savant etie professeur, il me reste 
a dire quelques mots de Thomme. M. Verdet, comme presque toutes les intelli- 
gences d'elite, s'estimait sans fausse modestie a sa veritable valeur; il etait avare 
de son temps, qu'il savait precieux, et avait horreur des conversations banales, des 
lieux communs et de tout ce qui y ressemble. 11 avait besoin de concentrer sa 
pensee, de se replier sur lui-meme, et n'aimait pas a se depenser inutilement au 
dehors : c'est ce qui a pu le faire accuser de froideur par ceux qui Tout mal connu. 
Mais il suffit de s'etre trouve une seule fois dans le cas d'avoir recours a lui, pour 
savoir avec quelle bienveillance discrete il mettait a la disposition de tons ceux 
qu'il voyait entrer resolument dans la voie du travail les ressources inepuisables 
de son erudition. Les succes de ses anciens eleves le remplissaient de joie, et c'est 
avec un tact parfait qu'il savait entretenir chez eux le feu sacre, non pas par des 
paroles banales d'eloge, mais par des conseils toujours precieux et toujours ecoutes. 
Ses critiques, vivos parfois, mordantes memo, etaient toujours exfemptes d'aigreur, 
et la loyaule de son caractere, le soin extreme qu'il prenait de se tenir en dehors 
de tout ce qui pouvait ressembler a une association d'influences, le mettaient au- 
dessus de tout soupQon de parlialite. 
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Dans le mondey M. Yerdet, au lemoignage uaanime de tous ccux qui Tont appro- 
che, etait d'uo commerce cbarmanl. Sa causerie spiriluelle, Tetendue de ses con- 
naissances qui, outre les sciences exactes, embrassaient la litteraiure, la philoso- 
phic, rhisloire, enfm tout ce qui est accessible a Tesprit humain, le faisaient 
rechercber et apprecier dans les societes les plus choisies. II aimait d'un gout 
eclaire les beaux-arts, et surtout la musique, qui etait son delassement favori. En 
un mot, aucune des sources ou rintelligence puise ses plaisirs les plus delicats ne 
lui etait fermee. 

Tel fut celui dont nous deplorons la perte. Nos regrets seraient plus amers 
encore si nous n'avions Tassurance que M. Yerdet ne mourra pas tout entier et qu'il 
se survivra au moins dans une partie de lui-meme. Les loisirs lui ont manque pour 
reunir ses Cours dans une oeuvre d'enserable, veritable encyclopedic des sciences 
physiques, comme depuis longtemps il en avait le projet. Rien, sans doute, ne 
pourra remplacer cet ouvrage; mais du moins ses Z>ef 0/15, depuis longtemps precieu- 
sement, religieusement recueillies par ses auditeurs, ne seront-elles pas entiere- 
ment perdues. Avec Taide de sa famille, elles seront livrees a la publicite, apres 
avoir ete coordonnees par plusieurs de ses anciens el^ves. Ainsi sera eleve a sa 
memoire le seul monument qui soit vraiment digne de lui. 
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